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ВВЕДЕН!Е 


‚ 1- Первые зачатки примЪнен{я алгебры къ рЬшеню геометриче- 
скихъ вопросовъ мы находимъ У одного изъ творцовъ современиой 
алгебры, французскаго математика Вета (Ме 1540—1603). 


- х 


2. Сущность метода Декарта заключается въ слЪдующемъ. 

` Пусть въ плоскости дана н$которая кривая С; проведемъ въ той же 
` плоскости произвольную прямую х'х (чер. 1), на которой возьмемъ 
нЪкоторую точку О. Условимся обозначать отр$зки, откладываемые 
на прямой х’х отъ точки О въ одномъ какомъ-либо опредфленномъ 
направлени (положимъ на нашемъ чертеж вправо) положительными 
числами, равными длинамъ этихъ отрфзковъ; что касается отрЪзковъ, 


черт.т 1. 


откладываемыхъ отъ точки О въ противоположномъ направлен!и, то 
ихъ условимся обозначать отрицательными числами, абсолютныя зна- 
ченя которыхъ равны длинамъ этихъ отрЪзковъ. Выберемъ произ- -° 
вольно рядъ чиселъ, положитедьныхъ ‘или отрицательныхъ: хь Хь 
Эм. Хх». Этимъ числамъ будетъ соотвЪтствовать рядъ отрЪзковъ: 
Од, Оа., Оа.,. . . Оаи, отложенныхъ' ‘на прямой отъ точки О въ 
опредфленную сторону, въ зависимости отъ знака соотвфтствующаго 
числа х; концы этихъ отрфзковъ обозначимъ черезъ а, а», а». . а». 

Черезъ точки а, @», а, : . .@и„ проведемъ рядъ прямыхъ парал- 
лельныхъ н5которой произвольно выбранной прямой р’'р, пересЪкаю- 
щейся съ прямой х'’х. Отрфзки этихъ прямыхъ между прямой Хх и 
кривой С обозначимъ числами у, у». . .У»ж, причемъ если точка 
кривой С находится надъ прямой х'х, то соотвфтствующи отрЪзокъ 
будемъ обозначать полсжительнымъ числомъ, равнымъ длин$ этого 
отрЪзка; если же точка кривой находится ниже прямой `х’х, то от- 
рёзокъ будемъ выражать отрицательнымъ числомъ, абсолютное зна- 
‘чеше котораго равно длинф этого отрфзка. Легко видфть, что каждому 
‘значенню числа х будетъ соотвфтствовать одно или н$сколько опре- 
дфленныхь значейй числа у, причемъ съ измфнешемъ числа х 


ь. 


будутъ изм$няться и соотвфтственныя числа У, подчиняясь нЪкоторому 
опредфленному закону. Этотъ законъ изм5неня чисель У въ зависи- 
мости оть чиселъ х будеть намъ извЪстенъ, если мы будемъ знать 
законъ образованя. кривой С. Если законъ образованя кривой С 
намъ неизвЪфстенъ, то останется неизвЪстной и зависимость чиселъ у 
отъ чиселъ х, хотя мы должны допустить а рНой существоване такой 
зависимости. 

Если съ измненемъ нфкоторой величины х будетъ измЪфняться 
и другая величина у, то мы будемъ говорить, что У есть функщя 
отъ х, и будемъ обозначать это символически однимъ изъ равенствъ 


УР (2), у = Е), у=Ф(2),.,. 


гдф подъ р}, Р, Ф, . . . Подразум$ вается Ррядъ извЪстныхъь намъ или 
неизвфстныхь операщй, при помощи которыхъ по данному значенйю 
величины х находится соотвфтственная величина у. Въ общемъ случаЪ 
зависимость между двумя величинами х и „У выражается въ видЪ нЪко- 
тораго уравненя р 


- 


т (1, у) = 0, 


гдЪ Рсимволъ ряда операщй. 

Уравнен:е, существующее между числами хи У, соотвфтствую- 
щими въ методЪ Декарта различнымъ точкамъ кривой, будемъ назы- 
вать уравнешемь этой кривой. 

Если законъ образован!я кривой намъ извфстенъ, то, вообще говоря, 
извЪстно будетъ намъ и ея уравнене. 

Такимъ образомъ помощью метода Декарта мы отъ геометрическаго 
образа—кривой переходимъ къ аналитическому образу—уравнен!ю. Не-, 


ГЛАВА 1. 


Объ отрЁзкахъ. 
= 
: 3. Пусть имфемъ н$фкоторую прямую х’х (чер. 2), на которой 
расположены точки аъаьа»а, . . . Будемъ обозначать черезъ (аа!) 
отрЪзокъ, описанный точкой при движени отё точки а» которую 


—— 
‚в АЕ в. №. 
черт. 8. 


назовемъ началоме отрЪзка, къ точкЪ а1, которую назовемъ его концомьё. 


Подъ направлеемь отрьзка будемъ подразум$вать направлен!е 
оть его начала кз его концу. При такомъ обозначени направлене 
отрфзка (аа) будеть отъ точки а, къ точкЪ ао. 

Выберемъ на прямой хх произвольное направлене, напр., на 
нашемъ чертежь вправо, за положительное. Такую прямую съ опре- 
дфленнымъ направленемъ назовемъ основашемз отртьзковь или, просто, 
основащемь. | 

Со всякимъ отрзкомъ, лежащимъ на такомъ основани, свяжемъ. 
опредфленное число, называемое мтрой этого отр%зка. Именно, если 
направлен!е отрфзка совпадаетъ съ положительнымъ направленемъ, 
основан!я, то за мБру его примемъ положительное число, равное длин 
отрфзка при нёкоторомъ выбранномъ масштабЪ; если же направлене 
отрЪзка противоположно направлен!ю основан!я, то за м$ру его примемъ 
отрицательное число, равное . по абсолютной величин длинф этого 
отрфзка при н$которомъ выбранномъ масштабЪ. МЪру какого либо 
‘’отрЪзка (АВ) будемъ всегда обозначать черезъ АВ, а длину его черезъ АВ. 
Такимъ образомъ, символь АВ всегда представляеть положительное 
число или нуль (послЪднее въ случаф, когда точки А и В совпадаютъ). 
КромЪ того, если направлене отрЪзка (АВ) совпадаетъ съ направле- 
немъ его основаня то м5ра АВ==АВ, если же оно ему противоположно, 

` то АВ= —АВ. ь 


Г 


“Для отрфзковъ на черт. 2-мъ имфемъ 


Чо, — 49; аа: = а1а5; аа, = — аа, 


4. Согласно съ даннымъ услошемъ, гдЪ бы на прямой хх ни 
выбраны были точки 9 и а, между мЪрами отрЪзковъ (20а) и (а,а,) 
будетъ всегда существовать тождество 


вла, -|- ца, =0 (4. .........., (1) 


Мёбусъ (МбЫи$) и Шаль (СБазез) обобщили послЪднее тожде- 
ство и доказали такую общую теорему: 


Теорема Мёбуса-Шаля. Еслина какой либо прямой х'х, на которой 
‘выбрано опредъленное направлеще, импемь п +1 какь ‚угодно располо- 
женныхь точекь а, а, а.,. ‘а’, образующихь п-|- 1 отрьзковь(а, в, 
(а,а;), (аа), . . (аи_л а»), (ап а), причемз начало каждого отръзка, 
за исключещеме перваго, совпадаетз с5 концом предыдущего, а конец 
посльдняго сз началомь перваго, то мтъры этихь отръьзковь удовле- 
творяютё тождеству 


ада, | ана, -- ар... - аа, | ааа —=0 .... (2) 


Для двухъ точекъ тождество | 1) и представляетъ тождество 
Мёб1уса-Шаля. Мы докажемъ теперь справедливость тождества Мёб1уса 
- Шаля для трехъ точекъ, а затЪмъ для доказательства общей теоремы 
воспользуемся методомъ перехода отъ и кь п 1. 
Если на прямой х'х имфемъ 3 точки @, а, а» то онф образуютъ 
‘три отр$зка (а,), (вла.) и (в.а), расположенные такъ, что начало 
``2-го совпадаетъь съ концомъ 1-го, начало 3-го съ концомъ 2-го, а 
конецъ 3-го съ началомъ 1-го. Покажемъ, что при любомъ порядкЪ 
этихъ. точекъ получимъ тождество Мёб!уса-Шаля: 


ауа, -- аа, - ааа) = 0. оне нк 8) 


Въ самомъ дЪлЪ, 3 точки а, а, и а, могутъ быть расположены 
`ВЪ ОДНОМЪ ИЗЪ слБдующихъ 6 порядковъ (считая слфва направо): 


‚ 


1) а, а,, а, 3) а, а, аз 5) а, в, а 
2) аь, а», а, 4) аи, а» Ч 6) а, а,, а. 


Выберемъ на прямой х'х опредленное направлеше (указанное 
` стрфлкой) за положительное и разсмотримъ н$которые случаи, напр. 
- 1) и 3). : 


черт. 3. 
Случай 1). Изъ чертежа 3 видно, что Г 
аа | 91а1 = @ъа,; 
24 ®. 
прибавимъ къ обфимъ частямъ по Чо тогда получимъ 
| аа, -- а1а, -- а;@% = аа, -| 93а; 
но по равенству (1) 


аа, -|- ага, = 0, 


слБдовательно, 
й аа, - аа, -|- 6% = 0. | 
ик 
Хх а, а. а. Хх 


черт. 4. 


Случай 3). Изъ черт. 4 видно, что. а, ао -- аа = аа); прибавимъ 
къ обфимъ частямъ. по. 
“асе -- 2, 
тогда получимъ 
`_ аа - аъаз -- аа, -- аз, == аа, -- аа, -[ азао. 
Но по равенству (1) 
аа, аа, =0, ва, - а, = 0, 
слЪдовательно, 
аа, -|- аа. | ага, =0. 
Точно такъ же доказывается теорема. и въ остальныхъ случаяхъ. 
Допустимъ теперь, что для точекъ @%, 4, . . @и—, образующихъ 


отрзки (а,а,), (а, а.), . . (ан, а-м), (@и-1а), иметь мЪсто тождество 
Мёбтуса Шаля такъ, что 
ада, аа. - ааа Ра %=0. .-- ... (4) 
Возьмемъ на прямой хх какую либо (п-- 1)-ую точку аи и на- 
пишемъ тождество Мёб1уса-Шаля для трехъ точекъ @, @и-1, @. Оно 
будетъ такого вида: 
| ааа ча а, =0...-.... ) 


Складывая (4) и (5), получимъ 

аа, -- аа, --. . ааа аа -- аа - а 0 = 0; 
но на основаши тождества (1) сумма а„, а -- ада„_, равна нулю, 
а тогда послёднее тождество прелставитъ тождество Мёб1уса-Шаля 
для п -- 1 точекъ. 

Такимъ образомъ, наша теорема доказана. 

5. Замътимъ, что тождеству Мёблуса-Шаля можно дать нфсколько 
иную форму, а именно, прибавляя къ обфимъ частямъ тождества по 
аз а„, получимъ 


аа, — аа, -- а,а. | . Ра ла, ..... (6) 
Послфднее тождество наводитъ на мысль назвать ОтАвЗокь (@а») 
суммой отрЪзковъ (аа), (аа), . . - (аи а,). 


Такимъ образомъ, если имъемь ряд отрьзковё (аа,), (@10ь), - 
(@„а„), обладающихь тьмь свойствомь, что. начало каждаго изь 
нихь, за исключещемь, конечно, перваго, совпадаеть съ концомь пре- 
дыдущаго, то условимся называть геометрической суммой этихьё 
отртъзковь отрьзокё (аа), начало котораго совпадает» съ началомь 
перваго отръьзка, а конейз с концомь _посльдняго; отрьзки (аа) 


(а,а.),. .. (аи ар), назовемь слагающими отръзками. То обстоятель- 
ство, что отр$зокъ (аа„) есть геометрическая сумма отрфзковъ (а а1), 
(4ва,),..., (@и_1а„) условимся обозначать такъ: 


(аа) = (аа, ) -- (вла) -- (@,—,а,) 

Въ разсмотрфнномъ нами случаЪ РЕВ отрЪзки лежали на одной 
прямой и притомъ обладали еще опредфленнымъ свойствомъ. Поста- 
раемся обобщить понят1е о суммЪ отр$зковъ. 

6. Прежде, однако, условимся, каке отрЪзки считать равными. 


| у 
А * = 
@ С —_ 
с 
ыы р 
черт. 5. 
Замфтимъ, предварительно что два основаня будемъ называть 
параллельными тогда, когда они будутъ параллельны въ томъ смысл, 


какъ это понимается въ элементарной геометр!и, и кромЪ того будуть. 
имЪть одинаковое направлеше. 
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Равными отрЪзками мы будемъ считать отр%зки, равные по длинЪ 
расположенные на параллельныхъ основаняхъ и имъюще одинаковое 
направленше. Такимъ образомъ, (АВ) и (аб) (черт. 5} равны между’ 
собою, отрфзки же (СО) и (4) не равны, ибо, хотя они и равны по 
длинЪ и лежатъ на параллельныхъ прямыхъ, но направлены въ про- 
тивоположныя стороны. Замфтимъ, что изъ нашего опредфлен!е равен- 
ства вытекаетъ, что равнымъ отрфзкамъ соотвфтствуютъ и равныя 
мЪры но не наоборотъ. 

Въ послфднемъ можно убЪдиться хотя бы на такомъ примЪрЪ: 
`если-бы основанйя, на которыхъ лежатъ отрЪзки (СО) и (4). (черт. 5) 
были направлены въ противоположныя стороны то тогда мфры СР и 
4с были бы равны въ то время какъ, соотвЪтствующе имъ отр$зки 
не были бы равны. 

Давши опредфлене равенства отрфзковъ, обобщимъ теперь по- 
няче о суммЪ ихъ. 

Обратимся сперва къ отрЪзкамъ, лежащимъ на одной прямой. 
Пусть на прямой х’х (черт. 6), ииъющей опредЪленное направлен т. е. 
представляющей основане отрЪзковъ, им$емъ и отрЪзковъ (АВ), 
(СП) (ЕВ. -. 


ЖЕН 
РЕ А В р сЕоаа, а, 4; х 
черт. 6. ’ 


По нашему опредфленйю равенства отр$зковъ мы можемъ каждый 
отр%зокъ передвигать вдоль основанИя, на которомъ онъ лежитъ; поэтому 
систему какихъ угодно отр$зковъ (АВ), (СР), (ЕЁ), . . ,‚ лежащихъ на 
одномъ и томъ же основанйи можемъ замфнить системой равныхъ имъ 
отрЪзковъ (аа’), (а1а.), (а,а.).`. .разсмотрЪннаго нами раньше вида. 

МЪры этихъ послфднихъ отрфзковъ соотв$тственно равны м5рамъ 
отрЪзковъ (АВ), (СО), (ЕЁ), ... т.е. . 

аз! —= АВ, на, = СФ, ва, = ЕЁ... -.., (а) 
Геометрическую сумму отрЪ%зковъ (а,а1), (а:а,). . . т.е. отрЪзокъ (аа) 
назовемъ гвометрической суммой отр$зковъ (АВ); (СБ),. . . Это об- 
стоятельство символически обозначимъ такъ: 

(аа) = (АВ) (СР) (ЕВ + . 

По теоремф Шаля-Мёб!уса мЪра отрЪзка (а,а„) равна 

аа, = аа, | аа. -| аз --. . .-- @,—, 4», 

слфдовательно, на основани, равенствъ (), имЪемъ 
аа, = АВ-- СО+ЕЕ- .. 

Такимъ образомъ, при нашемъ опредЪлен!и геометрической суммы 
отр$зковъ, лежащихъ на одномъ обнован1и, мьра геометрической суммы 
равняется алгебрической суммь мтрь слагающихь -отртзкове. 
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7. Перейдемъ теперь къ разсмотрфнию отрфзковъ, расположен- 
‚ныхъ на.различныхъ прямыхъ. 
Пусть имфемъ въ пространств п отрЪзковъ (АВ), (СП), (ЕР),.. 
(ЁМ) (черт. ‹6). 


черт. 7. 


Изъ произвольной точки А, проведемъ отрЪзокь равный отрфзку 
(АВ), пусть это будетъ отрфзокъ (.,4,); изъ конца его А, проведемъ 
отрЪзокъ равный (СО), пусть это будетъь отрфзокъ (4,4.), и т. д.; 
наконецъ, изъ точки А„_, проведемъ отр$зокъ равный 1.М, пусть это 
будетъ отрфзокъ (А„_,4„). Такимъ образомъ, вмЪсто отрЪзковъ 
(АВ), (СР), (ЕЕ),. .(ЬМ) мы имфемъ равные имъ отрЪзки (.,4,), 
(4,4,),. . . (А, 4„), обладающе тфмъ свойствомъ, что начало 
каждаго изъ нихъ, за исключенемъ` перваго, совпадаетъь съ концомъ 
предыдущаго; 1005 суммой этихь отръзковь мы, обобшая предыдущее 
опредълеще суммы, будемь подразумпвать отрьзокь (АзА„), начало 
котораго совпадаеть сь началомз перваго отрьзка, а конецё сь 
концомь посльдняго. Тотъ же отрфзокь будетъ считаться и суммой | 
данныхъ отрфзковъ (АВ), (СР), (ЕЁ),. . . Иногда мы будемъ гово- 
рить, что отрЪзокъ (А.А,„) представляеть замыкающую ломаной 
(4.4, А... 4). КромЪ того отр%зокъ (А,А„) называется еще резуль- 
тирующимз или геометрической суммой, а’отрЪзки (А,А,), (А, 4,),. .. 
(А,-, А») или равные имъ отрфзки (АВ), (СО), (ЕЁ),. .. (ГМ) сла- 
зающими. То обстоятельство, что отрфзокъ (А.А„) представляетъ гео- 
метрическую сумму отр$зковъ (4..4!),. . .(А„_,А„), будемъ обозна- 
чать символически слБдующимъ образомъ: : 
(Ао Аи) = (Аз А,) -- (А: 4,) Иа (А, —, 4»). 

Легко видфть, что геометрическая сумма не зависитъ отъ вы- 

бора точки А.. 
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Построеше, при помощи котораго находится геометрическая 
сумма какихъ угодно отр$зковъ, называется геометрическимь сло- 
жешемёд. 

8. Пусть въ пространствЪ имЪемъ два отрЪзка (АВ) и (СЛ) (черт. 8). 
Изъ н5Ькоторой точки О построимъ отрЪзокъ (0а), равный отрЪзку (АВ), 
а изъ конца его построимъ отр$зокъ (аб), равный отр$зку (СТ); тогда 


р 


А - = В 


(9) (2 


черт. ` 8. 
по опредфленю 
(05) = (Оба) - (а6) = (АВ) | (СР). 
ЗамЪтимъ, что мы получили бы ту же самую сумму, построивши 
‚ сперва отрЪзокъ (0а) равный (СР) и изъ конца его отрЪзокъ (46) рав- 
ный АВ т. е. 
(05) = (Оа) + (а5) = (СР) +- (АВ). 
Изъ двухъ полученныхъ нами равенствъ слфдуетъ, что 
(АВ) | (СР) = (СР) (АВ) - 


т. е., что въ случаЪ двухъ слагаемыхъ геометрическая сумма не из- 
мъняется при измънени порядка сложешя. 

Эту теорему можно обобщить и показать, что результатё геомет- 
рическаго сложешя не измъняется при измънеш порядка слагаемыхь. 
ЗамЪфтимъ предварительно, что при сложеши какого-угодно числа отрЪз- 
ковъ мы вмЪсто двухъ послдовательныхъ слагаемыхъ можемъ брать 
ихъ геометрическую сумму (это явствуетъ изъ самого построеня гео- 
‚метрической суммы). Принимая теперь во внимане случай двухъ 
слагаемыхъ, видимъ, что при перестановкЪ въ какой-либо геометри- 
ческой сумм двухъ смежныхъ слагаемыхъ геометрическая сумма 
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всъхъ отрфзковъ не измЪфняется. Теперь остается показать, что отъ 
одного порядка слагаемыхъ къ другому можно перейти путемъ по- 
слБдовательныхь перемЪфщен!й двухъ смежныхъ слагаемыхь. Пока- 
жемъ это на частномъ примЪрЪ, причемъ въ общемъ случаЪ разсуж- 
деня будутъ тЪ же. ь 

Пусть имфемъ четыре отрЪзка. Переномеруемь ихъ и сложимъ 
въ такомъ порядкф: 1, 2, 3, 4; теперь сложимъ ихъ’ въ другомъ по- 
рядкЪ, положимъ: 3, 1, 4, 2, и покажемъ, что отъ 1-го распредфленя 
ко 2-му можно перейти путемъ послЪдовательныхъ перестановокъ 
двухъ смежныхъ отрЪзковъ. Въ самомъ дфлЪ, отъ перваго распредф- 
лешя ко 2-му мы можемъ перейти, напримЪръ, путемъ слЪдующихъ 
перестановокъ: 


12 34; 1324; 31 24: 31 49. 


Легко замЪтить, что два послфдовательныхъ размфщен!я въ этомъ 
_ ряду отличаются другъ отъ друга’ только порядкомъ двухъ какихъ- 
либо смежныхъ элементовъ, отм5ченныхь у насъ одинаковыми дугами; 
слЪдовательно, соотв5тствующя имъ суммы будуть по предыдущему 
равны между собою. Такимъ образомъ, теорема наша доказана. 


Объ углахъ 


9. Подъ угломъ между направлешемъ основашя ХХ и направ- 
лешемъ основашя У’ У (черт. 9), причемъ оба эти основая лежатъ въ 
одной плоскости, будемъ подразумФвать уголъ, на который нужно по- 
вернуть основане Х’Х до его совпаден!я съ основашемъ У’ У. 


черт 9. 


Это вращеше можетъ быть произведено либо по часовой стрЪлкф, 
либо противъ нея; въ первомъ случаф будемъ выражать уголъ отрица- 
тельнымъ числомъ, во второмъ положительнымъ. Ясно, что если вто- 
рой уголъ мы обозначимъ черезъ а, то первый будеть —(2^—а), в по- 
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тому тригонометричесяя величины обоихь углов будуть одинаковы. 
Въ послфдующемъ мы будемъ всегда предполагать, что вращене 
производится противъ. часовой стрЪлки и что подъ угломъ подразумЪ- 
вается наименьпий уголъ; тогда уголъ, между основашемъ Х' Х и осно- 
ванемъ У’У, который будемъ обозначать черезъ (Х'Х, У' У), и уголь 
между основанемъ У’ У и основашемъ Х' Х, который, слЪдовательно, 
будемъ обозначать черезъ (У’У, Х'Х), будутъ связаны между собою 
соотношенйями: 

(ХХ, УУ-(УУ, ХХ) = 2, 
откуда у 

(ХХ, ИУ) == — (ИУ, ХХ). 

Такъ какъ 


Соз (2* — &) = с0$ в, 


то во всЪхь формулахъ, гдЪ входятъ соз’ы угловъ, уголъ (Х’Х, У У) 
можеть быть замфненъ черезъ уголъ (У’У, Х' Х). Тамъ же, гдВ входятъ 
зиты, Чапр’ы, соапе’ы такой замны сдфлать нельзя. 

Если въ плоскости лежитъ нФсколько основанй отр$зковъ, то 
мы сможемъ при опредфлеши угловъ между ними замфнить ихъ осно- 
ванями, имъ параллельными и проходящими черезъ одну точку. Если 
въ плоскости черезъ одну точку О проходить 3 основайя Х’Х, У, 
и 7'И, то каково бы ни было взаимное расположеше этихъ основанй 
всегда 


(ХХ, ПУ РАНА ХХ =, 
гдЪ Ё равно 1 либо 2. | 


Въ самомъ дЬлЪ, взаимное расположеше основанй можетъ быть 
одно изъ двухъ (черт. 10 и 11). 


ых 


черт. 10. черт. 11. 


Въ первомъ случаЪ имЪемъ: 


(ХХ, УГУ РАНА ХХ 9, 
а во второмъ 
(Х'Х, У У)-- (У, 72-2 ХХ) —2. 2. 


Если два основаня Х’Х и У’У не лежатъ въ одной плоскости, 
то подъ угломё между ними подразумъваемь уголё между двумя пря- 
мыми, проведенными черезь какую-либо точку О параллельно прямымь 
Х'Х и ГУ и имъющими одинаковыя сь ними направлевя. Говорить 
здЪсь о вращени по часовой стрфлкЪ или противъ нея не иметь 
никакого смысла, а потому подъ угломъ (Х’Х, У У) подразумфваютъ 
любой изъ двухъ угловъ, дополняющихъ другъ друга до 2*. Ясно, что 
въ формулахъ, въ которыя входятъ соз’ы этихь угловъ, мы можемъ 
брать безразлично любой изъ этихъ угловъ: отъ этого наши формулы 
не измЪнятся. 


О проекц!яхъ. 


10. Познакомимся теперь съ понямемъ о проекции точки и 
отръзка на прямую. ' 

Выберемъ въ пространств нЪкоторое основанНе Х’Х и нъко- 
торую плоскость Р, не параллельную основаню (черт. 12); если; черезъ 
любую точку О пространства проведемъ плоскость Р, параллельно Р, 
то въ пересфчени этой плоскости съ прямой Х"Х получимъ точку О’, 


` 


черт. 19. 


которую и назовемъ проекщфей точки О на прямую Х’Х. Плоскость 
Р, носить назвае проектирующей плоскости, а прямая Х’Х оси 
проекцй. Ясно, что каждой точкЪ пространства будетъ соотвЪФтство- 
вать на данной оси безчисленное множество проекцй, такъ какъ съ 


и“ 
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измфнешемъ направленя проектирующей плоскости будеть измЪ- 
няться и положеше проекщи данной точки на данной прямой. Поэтому, 
говоря о проекщяхъ, мы будемъ подразумфвать опредфленную про- 
«кщю, другими словами, мы будемъ продполагать, что проектирующя 
плоскости параллельны н$фкоторой опредъленной плоскости Р. 


ме 


черт. 13. 


Подъ проекщей отрЪзка (АВ) на данное основаше мы будемъ 
подразумвать лежац!й на оси проекщй отрЪФзокъ (аф) (черт. 13), на-. 
чаломъ котораго служитъ проекшя начала отрфзка (АВ), а концомъ 
проекшя его конца. 


Мы будемъ обозначать проекщю какого- -либо отр$зка (АВ) черезъ 
пр. (АВ), а мЪру этой проекщей черезъ пр. 


Изъ самого опредфлен!я проекшй явствуетъ, что, когда отрзокъ 
(АВ) лежитъ въ проектирующей плоскости, точки @ и $ совпадаютъ, 
а потому въ этомъ случаЪ проекщя его превращается въ точку, а 
слЪдовательно ея мфра равна нулю. 


Опредфляя положительное направленше на оси проекщй, мы тЪмъ 
самымъ опредфлимъ и знакъ мЪфры аб. Такъ, если направлене осно- 
вания будетъ отъ Х’къ Х, то мЪра отрЪзка (06) на черт. 13 поло- 
жительна, а мФра отрЪзка (фа) отрицательна. 

11. Познакомимся теперь съ н$фкоторыми основными свойствами 
проекций. 

Пусть имЪемъ въ пространствЪ замкнутый  многоугольникъ 
ААА... . А, (черт. 14). Будемъ разсматривать стороны этого много- 
угольника какъ отрЪзки, причемъ дадимъ имъ направлене отъ А, къ 
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4;, отъ` А, къ А». . ., отъ А,_, къ Аи, отъ А; къ АД.. Въ этомъ 
случаЪ скажемъ, что многоугольникъ нашъ иметь опредъленное на- 
правлеще. Возьмемъ произвольное основаше Х’Х за ось проекщй и 
будемъ проектировать наши отрфзки параллельно н$которой плоско- 


а а; а а а, а; а, 


черт. 14. 


стиР. Тогда на основайи Х’Х получимь п 1 отр$зковъ (ва,), 
(@ла,), . . . (@и-1а»), (а, а), причемъ каждый отрфзокъ (а; а; - ,) пред- 
ставляетъ проекщю соотвфтственнаго отрЪзка (А; А;,,). ЗамЪчая, что 
по теорем Мёбуса-Шаля сумма мфръ аа, аа... .а, а, равна 
нулю, приходимъ къ теоремЪ: 

Теорема 1. Сумма мтрь проекщй сторонв. замквутога много» 
Угольника, импющаго опредъленное направлеше, на какое угодно 
основаче_ровна, "улю. 

Этой теоремЪ мы можемъ дать нЪсколько иную форму. По преж- 
нему будемъ разсматривать отрфзки (А,4,), (4,4,),. .. (А.А), а 
вмВсто отрЪзка (А„ Ло) возьмемъ отрЪзокъ (А, Ан). Послфднй отр$зокъ 
представитъ геометрическую сумму отрЪзковъ (4, 4), (4, А.),. -(А,-—Ар), 
т. е. 

(4 4) = (А, 4,) -|- (А, А.) |. Ро (7) 


Проекши нашихъ отрфзковъ на какую либо ось обозначимъ но 
прежнему соотвфтственно черезъ 


(а‹а:), (а,а,), . . (аи а»), (аз). 


Замфчая, что между мЪрами ‘этихъ послфднихь отрфзковъ, въ 
силу теоремы Мёбуса-Шаля, существуетъь соотношене 


ааи — аа, - аа. ... Ра, аз, 


и сопоставляя посл$днее равенство съ (7), приходимъ къ такой теорем%. 


16 


Теорема 2. Мъра проекции геометрической суммы нтсколькихь 
отртъзковё на какую-либо ось равна алгебраической суммт мтрь про- 
екщи слагающихь, 

Наконець, докажемъ еще одну весьма важную теорему о проек-- 
щяхь. Допустимъ, что между двумя о точками 4 и В про- 
ведены двЪ ломаныя (А 4,4, ... А, В) и (АВВ, ... Ву В) 


ты 
К эре 


черт. 15. 


(черт. 15). Эти ломаныя будемъ разсматривать, какъ состояцця: пер- 
вая изъ отрЪзковъ (А 41), (А, 4,), ... (А В)и вторая изъ отр%з- 
ковъ (А В,), (В. В,)..-. (ВВ). \ 

Въ такомъ случаЪ геометрическая сумма, какъ первыхъ, такъ и 
вторыхъ отр$зковъ равна отрЪзку (А В). Спроектируемъь наши лома- 
ныя на какое-либо направлен]е. 


На основан{йи предыдущей теоремы 
пр. АВ=пр. АЛ, - пр. А,А,-- ... + пр. А, В 
пр. АВ = пр. АВ, |- пр. В,В.-- ... пр. Ву, В 
Сопоставляя эти два равенства, находимъ 
пр. А, -- пр. 4, 4, пр. А„— В = 
== пр. АВ, -|- пр. ВВ, |. . .- пр. Ву, В. 


Если число подобное пр. АА! + пр. ОЕ? .. |+ пр. А, В на- 
зовемъ мЪрой проекщи ломаной (ААД,А,. . 18), то послднее 
равенство можемъ формулировать, какъ ие теорему: 

Теорема. \8.. /Мьры проекцй на какое-угодно основаше двухь 
какихз-угддно Поманыхь, проведенныхь между двумя данными точками 
и имтющихь одно ито же направлеше, равны между собою. 
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Примючаше. Если вс проектируемыя точки лежатъ въ одной и 
той-же плоскости, проходящей чрезъ ось проекщй, то проектирующия 
плоскости можно замфнить проектирующими прямыми, проведенными 
параллельно нфкоторой данной прямой. 


12. Пусть имфемъ два какихъ-либо отр$зка, лежащихъ на парал- 
лельныхъ и одинаково направленныхъ основаняхъ. Эти отрфзки мы 
можемъ всегда замфнить двумя равными имъ отр$зками, лежащими 
на одномъ и томъ же основани и имБющими только одну общую 
точку. Спроектируемъ эти послёдн!е два отрзка на какую-либо ось 
х'х. Если ось проекшй параллельна основан1ю отрЪзковъ и направлена 
ВЪ ту-же сторону, то, очевидно, проекщи отрЪфзковъ будуть равны 
самимъ отрфзкамъ точно такъ же, какъ и ихъ мЪры; если же ось про- 
екщй, будучи параллельна основано отр$зковъ, въ то же время на- 
правлена въ противоположную сторону, то, очевидно, мфры проекшй 
будутъ отличаться отъ мфръ самихь отрфзковъ только знаками. 


Итакъ, если имфемъ два отрЪзка (АВ) и (СБ), то проектируя их 
на ось параллельную ихъ основанйо и обозначая ихъ преекщи сост 
вътственно черезъ (а) и (4, найдемъ, что 


= -- АВ, — св=- ОР 


ВЪ зависимости отъ того, будетъ-ли направлеше оси проекщй совна- 
дать съ направлешемъ основан я или будетъ ему противоположно, Въ 
этихъ случаяхъ 


ав _ АВ 


ва СО 


Разсмотримъ теперь случай, когда основане отрзковъ и ось 
проекшй не параллельны и вмЪстЪ съ тЬмъ отр$зки не лежать въ 
одной изъ проектирующихъ плоскостей. Не нарушая общности, можемъ 
предположить, что ось проекщй проходитъ черезъ начало или конець 
‚ какого либо изъ разсматриваемыхъь отрЪзковъ, положимъ ‘черезъ 
точку А (черт. 16). Пусть проекщи точекь ВиС будуть соотвЪт- 
ственно Ви с. Соединяя прямыми точки В и Ь съ одной стороны и 


С иссьъ другой, получимъ два подобныхъ треугольника АВЬ м АСа, 
Изъ нихъ имЪфемъ - 


А. П. ИШЕВОРСКИ, АНАЛИТИЧ, ГЕОМЕТРИЯ. 


8 


черт. 16. 


Если направленя оси проекщй и обнованйя отрфзковъ обозна- 
чимъ черезь ——-> ‚ то изъ чертежа явствуетъ, что 


АВ= АВ ВС = ВС 


ЛЬ — АБ 6 = 
и потому въ этомъ случа$ 


4ь _ АВ 
№ ВС 


т. е. отношене мЪфръ проекшй двухъ разсматриваемыхъ отрЪзковъ 
равно отношению мфръ самихъ отрфзковъ 


Здфсь мы разсматривали отрфзки, имфюцие одно и то же напра- 
влене. Если будемъ разсматривать отр$зки (АВ) и (СВ\, направлен- 
ные въ противоположныя стороны, то тогда 


АВ=АВ СВ=- ВС; 
но вмЪстЪ съ тфмъ имЪемъ: 

ЛЬ —= АВ, 6 = — 6, 
а потому опять приходимъ къ равенству 


4Ь _ АВ 
%« СВ` 
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Если бы мы измЪнили нацравлен!е основанйя отрфзковъ, или оси 
нроекшй, или того и другого вмЪстЪ, то убЪдились бы точно такъ же, 
какъ и въ разсмотрфнномъ выше случаЪ, что 


пр АВ _ АВ пр АВ _ АВ 
пр ВС  ВО’пр СВ ОВ ` 


'Такимъ образомъ, резюмируя все сказанное, приходимъ къ теоремЪ:_ 

Теорема 4. Если импемь два отръзка, лежаше на параллель- 
ныхз основашяхь, то отношеще мтрь ихъ проекцй на ‘какую-либо 
ось равно отношевю мтрь самихь отрьзковз, исключая, само собою 
разумтъется, случай, когда отрпзки лежать вь одной из5 проектиру- 
ющих плоскостей. Вё послюднемь случаю, какъь мы уже видъли, про- 
екщи отръзковь равны нулю. 

13. Теперь отъ общихъ 6войствъ проекщй перейдемъ къ очень 
важному частному случаю. Положимъ, что плоскость Р, а слЪдова- 
тельно и проектируюция плоскости, перпендикулярны къ оси проекцй; 
такое проектироване будемъ называть ортогональнымь или прямо- 
угольнымь, а соотвЪтственныя проекши ортогонольными или прямо- 
угольными. Найдемъ зависимость между даннымъ отрфзкомъ и его 
ортогональной проекшей на какую-либо ось. 

Обозначимь черезь а уголь между направлейями основаншя и оси 
проекшй. 

Въ случаЪ, когда а = 0 т. е. когда ось проекщй параллельна 
основаню и одинаково съ нимъ направлена, проекщя какого-либо 
отрфзка АБ, какъ мы уже знаемъ, равна самому отрЪзку, а потому 


пр АВ = АВ = АВ соз 0; 


если ось проекщЙ параллельна основанйю, но направлена въ противо- 
положную сторону т. е. если «=, то мы знаемъ, что 


пр 4В —= — АБ — АВ созт. 


ДалЪе, когда основанйе отрфзковъ лежитъ въ одной изъ проекти- 


к 24 ; 
рующихъ плоскостей т. е. когда а = э Ио” проекщя какого-либо 


эгр$зка равна нулю т. е. 


пр АВ =0 — АВсоз 5 = АВ соз ы . 
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Перейдемъ теперь къ случаю, когда а не равно ни 0, ни т, ни 


ниЗ* 
5 . 


Условимся направлене основан!я обозначать двойной стрЪлкой 
а направлене  отрфзка простой. Пусть имфемъ  н$который 
отрЪзокъ (АВ) (черт. 17). Найдемъ его ортогональную проекщю на 
нфкоторую ось; для этого изъ начала и конца нашего отрфзка прове- 
демъ плоскости перпендикулярно къ оси `Х' Х. Пусть проекщя нашего 
отрЪзка на ось Х'Х будетъ аб; по прежнему обозначимъ черезъ а 
уголъ, составленный направлешемь основаня отртзка сь положитель- 
нымь направлещемз оси проекций. 


за 


- черт. 17° 


` 


Черезъ точку А проведемъ прямую параллельно оси проекшй; 
тогда на ней получимъ отрфзокъ (А6,) равный (геометрически) отрЪзку 
(аБ). Въ случаф, когда уголъ а (черт. 17) острый и направлеше отрЪФзка 
совпадаатъ съ направленемъ его основан!я, какъ на нашемъ чертежЪ, 
мфры АВ и а положительны, а сл$довательно 


АВ = АВ, ар — о, 


гдф согласно принятому условю АВ и аф обозначаютъ длины отр%з- 
ковъ (АВ) и (а5). Соединяя точки В и В, мы изъ прямоугольнаго тре- 
угольника АВ, имЪемъ 


АЪ, = @$ = АВ со а; 
но такъ какъ въ данномъ случаЪ 


аб = аб, АВ = В, 


21 


ТО 
аб — АВ сова. 


Если вмЪфсто отр$зка (АВ), одинаково направленнаго съ основа- 
‚ Немъ, возьмемъ отрфзокъ (В.4), то, замфтивъ, что въ этомъ сдучаЪ 


пр ВА=Ба=вА=— ВА 
и что | 


ВА—-— ВА, 
найдемъ, что 
фа = ВА соза. 


Полученная нами зависимость между мЪфрой отрфзка и мЪрой его 
ортогональной проекщи выведена въ предположен!и, что уголъ & 


> 


острый. Докажемъ, что она будетъ имфть мЪсто и въ случа, когда 
уголъ тупой (черт. 18), но меньше х. 

Разсмогримъ опять сперва случай, когда направлен!е отрЪзка 
совпадаетъ съ направлешемъ основаня т. е. разсмотримъ сперва отрЪ- 
зокъ (АВ). 

Въ этомъ случаЪ, какъ легко видЪть, отрфзокъ (аб) имЪетъ на- 
правлене, противоположное съ положительнымъ направленемъ оси 
проекцй, а слЗдовательно, 


а = — а%. 


Производя то же построеше, что и въ предыдущемъ случаЪ, и замЪ- 
чая, что въ Л-кЪ АВЬ, уголь ВАЬ, равенъ т— а, имЪфемъ: 


АБ, =06 = АВ со ВАЬ, = АВ соз (п—а) 


22 


или, замЪчая, что 
а —=— 6, АВ=АВ, с0$ (и—0) = — с0$ &, 


опять проходимъ къ соотношенйо 


а —= АВ со$ а. р 
Разсматривая теперь отрфзокЪ (В.4) и замфчая, что ВА = — АВ, 
и что его проекщя ва =, 4 = — АВ, найдемъ изъ равенства 


АБ, = АВ 03 ("—а) =— АВ .(—50$%), 
что 
пр ВА =а = ВА соза. 


Предоставляемъ, читателю самому доказать, что когда я лежитъ 


‹ 


Зп т 
между т И — или между э И Эк, то, независимо отъ того, совпадаетъ 


ли направлене отрфзка АВ съ направлешемъ его основан!я или н$тЪъ, 
всегда его ортогональная проекщя выражается слЪдующимъ образомъ: 


пр АВ= АВсоза. 


Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей важной теоремЪ: 

Теорема”5. Мюра ортогональной проекцш отрюзка на любое на- 
правлеше равна мпрь этого отртзка, ‘умноженной на с0з угла между 
‘направлешемь основайя отризка и направлешемз оси проекций. 

14. Пользуясь этой теоремой, легко рЪфшить аналитически сл$- 
дующую задачу: по даннымё слагающиме отрюзкамь найти мтру и 
направлеше их геометрической суммы. 
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Разсмотримъ пока случай, когда даны два отр%зка (АВ) и 
(СР), причемъ 


АВ—у, СрЫ—=а 
(черт. 19). 
Изъ н$Фкоторой точки 0 проведемъ отр$зокъ (0а), геометрически 
равный отрфзку (АВ); изъ конца. его проведемъ отрЪзокъ (ас), геомет- 


рически равный (СП); тогда отрЪзокъ (0) и будетъ геометрической 
суммой данныхъ отрзковъ т. е. 


(06) = (АВ) + (СР). 


ОтрЪзки наши (АВ) и (СБ) даны, какъ по длинЪ, такъ и по на- 
правленю, слфдовательно, данъ и уголь между направленвями ихъь 
основан; обозначимъ его черезъ ‹." 

Намъ нужно теперь найти величину 7 отрЪзка (06) и уголъ, соста- 
вляемый направлешемъ его основаня съ направлешемъ основан/я 
одного изъ отр$зковъ (Оа) или (05). Обозначимъ уголь между осво- 
ванями отрфзковъ (0а) и (0) черезъ а, а уголь между основаями 
отр$зковъ (05) и (Ос)` черезъ В, Если мы возвмемъ какую-либо ось, 
то по свойству проекщй 


пр Оа-- пр ве= пр 0%. .... о. . () 

Будемъ разсматривать прямоугольныя `проекщи и за оси проекщя 
примемъ послЪдовательно основаня отр$зковъ (0а), (06) и (Ос) Прила- 
гая послфдовательно равенство (а) ко всЪмъ этимъ случаямъ и помня 


зависимость между мЪрами отрЪзковъ и ихъ прямоугольныхъ проекщй, 
найдемъ: при проектировани на основане отрЪзка (Оа) 


1] р-+ 9с08%-—с0$ в, 

при проектированши на основане отр$зка (06) 
П) рсоз о -Ё = гсоз В, 

при проектирован!и на основанте отрЪзка (0) 
Ш) рсоза- 40$ В=г 


Умножая первое изъ этихъ равенствъ на р, второе на д и склады- 
вая, получимъ 


Ра 
РА р 450$ ® + 4: = (р С0За-- 4с0$8), 
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или, на основан!и равенства (Ш): 


7? — р? -- | 22903; 


отсюда 


= Ур -Н@- 224 06$ ч. 


Знакъ -- беремъ, если направлеше отрфзка (0) совпадаетъ съ напра- 
вленемъ его основан!я, знакъ —, когда оно ему противоположно. 

Зная 7, изъ равенствь Ги Й сразу опредфлимъ углы ® и Ба 
именно | 


290$ ® ЧЕ р с03 ® 
а 
— У Р-+-2р24 с03 ® — Ур--ра соз ® 


Такимъ образомъ наша задача рЪшена. 

Если за направлене основаня отр$зка (06) примемъ направлеше 
самого отр%зка, то въ, предыдущихь формулахъ нужно вездЪ при 
радикалахъ взять знакъ +. 

Особенно простыя формулы получимъ въ случаЪ, когда слагаю- 


т 
пие отрзки взаимно перпендикулярны т. е. когда ® —= о; въ этомъ 
случаЪ 


р 4 
"=НИт+е, с0$ ЕВ с05 = Гузеро. 


ГЛАВА И. 
Методъ координатъ Декарта. 


15. Познакомившись въ общихъ чертахъь съ теорей проекшй, 
вернемся опять къ методу Декарта. 


Мы уже знаемъ, что Декартъ опредфляетъ положен!е точки на 
плоскости при помощи двухъ чиселъ х и у слБдующимъ образомъ: въ 
данной плоскости проводится произвольная прямая я'х (черт. 20), на 
которой отъ опредфленной точки О откладываются отрфзки въ ту, 
либо другую сторону, причемъ въ зависимости отъ направлен!я отрЪзковъ, 


чёрт. 80. 


мЪры ихъ выражаются положительными или отрицательными числами. 
Черезъ данную точку М проводимъ прямую МК параллельно нЪко- 
торой произвольно выбранной прямой у’у; тогда получимъ, съ одной 
стороны, отрфзокъ (ОК), мБра котораго ‘представляетъ н$которое по- 
ложительное или отрицательное число х, а съ другой отрЪзокъ (КМ), 
съ м5рой у, положительной или отрицательной въ зависимости оть 
направлен!я этого отрЪзка. 

Итакъ въ методЪ Декарта каждой точкЪ собтвЪфтствуетъ пара 
чиселъ (2, у); наоборотъ, какъ нетрудно видЪфть, каждой парЪф чиселъ 
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(х, у) соотвЪтствуетъ одна точка; въ самомъ дЪлЪ, для того, чтобы 
найти эту точку, мы откладываемъ отъ точки О въ опредфленную сто- 
рону отрзокъ мЪры г, черезъ конецъ этого отрфзка проводимъ прямую, 
параллельную прямой у'у, и на этой прямой опять въ опредфленномъ 
направлен! откладываемъ отр$зокъ мБры у; полученный такимъ образомъ 
конецъ этого отрЪфзка и дастъ намъ точку, опредфляемую числами (5, 9). 


Иптакъ, зависимость между числами (х,у) и точками плоскости 
взаимно однозначна т. е. каждой точкъ соотвьтствуеть одна пара 
чиселз (х, у) и каждой пар чисель одна точка. 


Но что же представляютъ эти отрзки, характеризуемые числами 
(х, у)? Легко видфть, что они представляють ничто иное, какз про- 
екцш на основашя хх и уу отрьзка (ОМ), начало котораго совпа- 
даеть съ постоянной точкой О, а конец сь данной точкой М; при 
этомь при проектироваши на одно изь данныхь основашй проекти- 
рують параллельно другому данному основангю. 


Основащю отръьзка (ОМ) будемь всегда приписывать направление, 
совпадающее съ направлешемь самого отрьзка (ОМ). 


Если для удобства за точку 0 примем точку пересзченя пря- 
мыхъ хх и уу, то система прямыхъь “'хиууи представить прямо- 
линейную. или Декартову систему координать. 


Основаня хх и у’у носятъ назваше координатныхь осей, при- 
чемъ ось я’ называютъ осью абециссь или осью #-овъ, а ось У’у осью 
ординать или осью у-овъ. Точка перес5чешя координатныхъ осей 
О носитъ назване начала координать; числа же х и у, представля- 
ющя м$фры проекшй отрЪзка, идущаго оть начала координатъ къ 
данной точкЪ, и опредфляющя положен!е этой точки на плоскости, 
называются ея координатами, причемъ число х носить назване 
абсциссы, а число у ординаты. 


Если уголъ между осями координать прямой, то координатную 
систему называють прямоугольной, въ противномъ случаЪ косо- 
угольной. 


По даннымъ координатамъ (7, у) можемъ построить точку однимъ 
изъ трехъ способовъ: 1) оть точки О откладываемъ на оси х-въ, отр5- 
зокъ (ОК) мЪры х и затфмъ строимъ отр8зокъ (КМ) мЪры у; 2) на 
оси Уу оть О откладываемъ отрЪзокъ (ОГ) мЪры у и затфмъ строимъ 
отр$зокъ (М) мЪры =; 3) на оси х'х откладываемъ отрЪзокъ (ОК) 
мфры =, а на оси У’у отрфзокъ (ОГ) м$Ъры у и черезъ концы этихь 
отр$зковъ проводимъ прямыя, соотвфтственно параллельныя оси у’уи 
я; точка пересфченя этихъ прямыхъ и даеть намъ искомую точку М 
(черт. 21). Замфтимъ, что на осяхъ я'х и у’у за положительныя на- 
правлен!я считаются обыкновенно направленя вправо и вверхь. При 
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такомъ услои, какъ легко видфть, абсциссы и ординаты точекъ, 


черт. 91. 


ленмцихъ въ различныхъ по отношеню къ осямъ координатъ частяхъ 
плоскости, будутъ удовлетворять слфдующимъ неравенствамъ: 
координаты точекъ, лежащихъ въ. [Г углЪ: х> 0, у>0 


» „ » „ | ›» 2<0у>0 
» » » р ш г < 0, у<0 
„ ” ГУ „ х> 0, у<0 


Изъ самого опредЪленя координатъ явствуетъ, что, 1) коорди- 
наты начала будутъ (0,0), 2) координаты любой точки на оси абсциссъ 
будуть (=, 0), 3) координаты любой точки на оси ординатъ будутъ (0, у). 

Изъ предыдущаго ясно, что въ аналитической геометр!и „задать 
точку“ значить дать ея координаты по отношеню къ н$фкоторой опре- 
дЪленной системЪ координатъ. 

16. Давши опредфлеше координатъ, ршимъ теперь такую задачу: 
по даннымь—началу А и концу В нюкотораго отръзка АВ, опредп- 
лить мъры проекшй этого отръзка на оси координать. 

Пусть координаты точекъ 4 и В (черт. 22) будутъ соотвЪтственно 
(#9) и (2, 9.); координаты (я,,9,) представляютъ мЪры проекшй от- 
р$зка (ОА) соотвфтственно на оси х и у; координаты (1,, у.) представ- 
ляють мфры проекщй отрфзка (ОВ) на тЪ же оси. Легко видфть, что 
(ОВ) есть геометрическая сумма отрфзковъ (04) и (АВ), а потому при 
проектировани на любое направлене Г, имфемъ 

пр: ОВ = пр, ОА + пр, АВ; 
(подъ символомъ пр, подразумЪваемъ проекщшю на направленше Г.). 
Будемъ проектировать сперва на ось 2-овъ, параллельно оси у-овъ, 
тогда | 

пр» ОВ =, пр» ОА =, 
а потому 

пра АВ = пр» ОВ — пр» ОА = я. —@.. 
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черт.:22. 
Проектируя на ось у-овЪ аналогичнымъ образомъ получимъ, что 
пру АВ = 9, —9. 


Сопоставляя эти два равенства, находимъ, что мтру проекшёи любого 
отрьзка на какую-либо координатную ось получимь, вычитая изв 
соотвьтственной координаты конца его координату его начала. ' 

17. Теперь нетрудно рфшить и такую задачу: найти разстояше 
между двумя точками А и В, лежащими въ данной плоскости и 
заданными своими координатами (5,у,) и (2, 9). 

Обозначимъ уголъ между осями координатъ черезъ ® (черт. 23). 

Если искомую длину отрфзка (АВ) назовемъ черезъ г и замЪтимъ, 
что (АВ) представляетъь геометрическую.сумму отрЪзковъ (АС) и(СВ}, 
причемъ 


АС —=т, — хх, СВ =у.— У, 
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то, пользуясь выраженемъ для длины отр$зка, когда даны два его 
слагаюцще отрЪфзка (см. $ 14), найдемъ 


ЕЕ У (=, — (9, — 91-2 (2, — 21) (у) с05 ®. (8) 


п 


Если оси координатъ прямоугольны т. е. о=би, слздовательно, 


С0$ « —0, то въ такомъ случа наше выражене для г приметъ видъ 


= У@, +». 


Если, наконецъ, начало отрфзка совпадаеть съ началомъ координатъ 
т. е. если х, =0 и у —=0, то выраженше для разстояня любой точки 
(1, у) отъ начала координатъ выразится въ косоугольной системЪ 
координатъ сл5дуюшимъ образомъ: 


«= Уй-у-79у соз <, 


а въ прямоугольной системЪ кординатъь такъ: 
т=-НИ 22+. 


18. Перейдемъ теперь къ рфшенйю одной задачи, представляющей 
обобщен!е механической задачи о нахожденш центра тяжести двухь 
матеральныхь точек съ массами т, и т.. 

Какъ извфстно, центръ тяжести М двухъ такихъ точекъ лежитъь 
между ними и дЪлить отр$зокъ между этими точками въ отношении, 
обратномъ отношеню массъ т. е. 
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(черт. 24). Такимъ образомъ, въ перевод на языкъ геометр!и, задача 
о нахождени центра тяжести двухъ массъ можеть быть выражена 
слЪдующимъ образомъ: по даннымь точкамь М, (8, \) и М, (%,, Уз) 
найти точку М (х, у), дълящую разстояще между ними въ данном 
отношение. Предложенная такимъ образомъ задача шире предыдущей, 
такъ какь въ нее не входитъ услове, чтобы точка М лежала между 
точками М, и М; поэтому при рёшени ея мы разсмотримъ два 
случая: 1) когда точка М лежить между точками М, и М, и 2) когда 
эта точка лежитъ на прямой М, М», но не между точками М, и М.. 

Разсмотримъ 1-й случай. Дадимъ прямой М, М, опредфленнное 
направлеше и разсмотримъ отрфзки (М, М) и (ММ,), имЪюпие одно и 
то же направлене; мёры ихъ либо обф  положительны, либо обЪ 
отрицательны. Въ силу послфдняго обстоятельства ихъ отношеше 
положительно т. е. 


ММ ММ т: 
ИМ, ММ. т | 


Проектируя наши отрфзки на ось я-вЪ параллельно оси у-въ, зам$- 
тимъ, что 


прх ММ =я—4,, пр» ММ, =я—%; - 


припоминая теперь, что отношене мЪръ отрЪзковъ, лежащихъ на 
. одномъ основани, равно отношеню мфръ ихъ проекщй на любую ось, 
найдемъ, что 


=— т, 
.— м т, ° 

откуда 
__ пал ть 23 3 
тт к 


Проектируя теперь на ось у-овъ паралельно оси 7-овъ найдемъ, что 


У— У ор, ть 
Е з 
у—9 т, 
откуда 
ый ту, т: 


т, + т, 
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и т: 
Если теперь обозначимъ черезъ А отношене о то координаты 
1 


точки М, дБлящей внутреннимъ образомъ отрфзокъ М, М, въ отношени 


ИМ 
ММ, — 
будуть 
я Аа __ чЯ ву 
ТА › 9 — ТА ' ов (9) 


гдЪ Ё величина положительная. 


Особый интересъ представляетъ тотъ случай, когда точка М 
средина отрЪ$зка, т. е. когда Ё -= 1; въ этомъ случаЪ координаты точки 
М т. е. средины отрфзка между точками (2,91) и (х., 92) будутъ 


я-а —_ И 


Бр о 
Перейдемъ ко 2-му случаю, т.е. къ случаю когда точка М лежитъ не 
между точками М; и М» и разстояя ея отъ точекь М, и М, нахо- 


. Т 
дятся въ отношени т == №; въ этомл, случаЪ 
1 


черт. 25. 


(черт. 25). Давая опять опредфленное направлене прямой М, М,, видимъ 
что въ этомъ случа отрЪзки (МьМ) и (ММ,) противоположны по 
направлен!ю, 
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и потому отношене ихъ м5ръ отрицательно, т. Е. 


ММ _ ММ _ ту 
ММ. ММ, 


т: 


Проектируя отрфзки, какъ въ предыдущемъ случаЪ, на ось 2-овЪ 
параллельно оси у-овъ, замфчая, что 


пр» М.М =*— *,, Пре ММ, =*. —х 
и основываясь опять на теоремЪ объ отношени мЪръ проевцй двухъ 


отрЪзковъ, лежащихъ на одномъ и томъ же основан и, для опредзле- 
ня х получимъ такого рода зависимость: 


х—я 
о. 
2% 
откуда находимЪъ, что 
— 1 -— №. 
Е 3. 


точно такимъ же путемъ найдемъ, что 


и — № 
У ЕД" 


Сравнивая полученныя выражения съ выражешями (9), видимъ, что въ 
обоихъ случаяхь выраженя для я и у можно представить въ видЪ 
одной пары формулъ, а именно 


—_ 2-й _ и 
= ТЕ, т Бе 


если только условимся подъ # подразум$вать, какъ положительныя, 
такъ и отрицательныя числа. 

19. Такъ какъ каждая точка прямой, проходящей черезъ точки 
М: и М, дфлить отрЪзокъ (№, М,) въ нЪкоторомъ опредфленномъ отно- 
шен{и, то слФдовательно, каждой точкть этой прямой соотвютствуеть 
нюкоторое опредъленное значенёе #. Наоборотъ, каждому значеню # 
соотвфтствуетъ одна пара значе й (=, у) т. е. одна точка прямой, за 


исключенемъ случая, когда ® = —- 1. Въ этомъ послфднемъ случаЪ 
знаменатель у хи у обращается въ нуль и сами выражан!я эти 
теряють смыслъ. Такимъ образомъ, при & = — 1 соотвЪтствующей 


точки на прямой н$тъ. Чтобы избавиться отъ этого исключешя, усло- 


вимся считать, что и значеню Е =—1 соотвьтствуеть нькото- 
“Рая опредъленная точка прямой, которую назовемь безконечно уда- 
‚ленной точкой. 

Безконечно удаленной мы можемъ ее назвать потому, что при 
безграничномъ приближеши & кь значеню — 1 знаменатель 1-+& стре- 
мится къ 0, и значеня хи у по абсолютной величинЪ безгранично 
возрастаютъ. Введя въ разсмотрьше эту безконечно-удаленную точку, 
приходимъ къ заключеню, что всякая прямая имтъеть одну и 
только одну безконечнно-удаленную точку, а, слфдовательно, можеть 
быть разсматриваема, какъ замкнутая кривая, концы которой сходятся 
на безконечности. Этотъ взглядъ на прямую играетъ громадную роль, 
какъ въ аналитической, такъ и въ высшей геометрии. 


‚- 20, Какъ мы уже сказали, измфняя наше ОТЪ — © до о, мы 
будемъ получать координаты всевозможныхъ точекъ прямой, прохо- 
дящей черезь двЪ данныя точки; поэтому, исключая изъ ур-йй (10) 
величину #, мы получимъ зависимость между координатами любой 
точки этой прямой, т. е. уравненге. прямой, проходящей черезь двть 
данныя точки. Производя на самомъ дёлЪ это исключеше, получимъ 
искомое уравнене въ вид. 


я ум. 
= = э 
91—41 ии 


отсюда заключаемъ, что уравнене прямой, проходящей черезъ дв 
данныя точки будетъ 1-й степени относительно координатъ. 


Геометрическое значене уравненй, 


21. Если мы имЪемъ на плоскости рядъ точекъ, подчиняющихся 
опред$ленному закону, то совокупность этихъ точекъ мы назовемъ их 
геометрическимь мюстомб. 

Какъ мы видфли, между абсциссами и ординатами точекъ, при- 
надлежащихъ какому-либо геометрическому мЪсту, представляющему 
кривую, мы должны предполагать нЪкоторую зависимость, выраженную 
уравнен!емъ 


Е(х, у) =0. 


Если намъ извфстенъ законъ образован!я даннаго геометриче- 
скаго мЪста, то намъ будетъ, вообще говоря, извЪстенъ видъ урав- 
‚нешя РЕ (х, у) =0, соотвётствующаго этому мЪсту. 
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Такимъ образомъ, одной изь задачь аналитической геометрии 
является задача о нахождени уравнешя геометрическаго мтста, 
представляющаго кривую, по данному закону его образовавя. 

Но кромЪ этой задачи, мы можемъ поставить другую, ей обрат- 
ную: дано уравнеше Е (=, )=0; найти, какую геометрическую фигуру 
оно представляетъ. Мы утверждаемъ, что оно при извЪстныхъ ограни- 
ченяхъ, наложенныхъ На него, вообще говоря, представляетъ нЪко- 
торую кривую- 

Одно изъ ограничешй, которое мы Наложимъ на наше уравнение, 
будеть слБдующее: мы будемъ предполагать, что уравнене наше 
таково, что при какъ угодно маломъ измфнени одной изъ координатъ, 
положимъ =, будеть какъ угодно мало измЪняться и другая координата; 
въ этомъ случаЪ говорятъ, что У будетъ непрерывной функшей оть Х. 

Итакъ допустимъ, что имфемъ н$которое уравнеше Г (=, У =0, 
изъ котораго у опредфляется, какъ непрерывная функШЯ ОТЪ 2. Пола- 
гая въ нашемъ уравнени х равнымЪ какому угодно дЪйствительному 
числу, наприм. а’ мы для у изъ него получимъ, вообще говоря, н$- 
сколько дЪФйствиТельныхЪ ИЛИ мнимыхъ значенй; пусть при # — @, 
уравнене Е (а, у) =0 имЪетъ дЪйствительные корни ББ: . - -; КАЖ 


черт. 96. 
дой парЪ значенй (а, 6), (а, В,), (а 5)... будетъ соотв тствовать 
одна опредфленная точка, положимъ В, В», В... (черт. 26} нашего 


геометрическаго мЪста, т. к. каждая такая пара значений (=, у) обра- 
щаетъ уравнене Е (1, у) =0 въ тождество. 

Дадимъ теперь координатЪ 2 значене а-4-®, гдВ № какъ угодно 
малая величина; тогда вслЪдстве непрерывности нашей функщи У, 
опредЪленной изъ уравненйя Е (т, у) =0, эта функшя получить рядъ 
значенй В +» & + №, № .-.› гдЪ величины ЁЁ»йз ... ТОЖЕ сколь 
угодно малы; такимЪ образомъ, получимъ рядЪ паръ значенй для 
х иу, а именно: (а, +В), (а-+%, т №), (ав, №) -.., 
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которымъ будетъ соотвЪтствовать рядъ точекъ В,', В,', В. .’.,какъ 
угодно близкихъ къ точкамъ В,, В,, В,.. .и лежащихъ на нашемъ 
геометрическомъ мЪстЪ. Когда величина # будетъ стремиться къ нулю, 
величины /,Ё,Ё; . . . будуть тоже стремиться къ нулю, а, слЪдова- 
тельно, точки В,', Вь', В, . . .будутъ безпредфльно приближаться къ 
точкамъ В,, В,, В... и будутъ при этомъ описывать нЪкоторую лин!ю. 


Такимъ образомъ, видимъ, что, вообще говоря, одно уравнейе съ 
двумя неизвестными представляеть на плоскости нюкоторую кривую. 
Давая координатЪ х рядъ значенй а, а», а. . .и находя соотвЪтствую- 
щя значеня для у, мы такимъ образомъ сможемъ по точкамъ пост- 
роить приблизительно кривую, данную уравнешемъ. 


Можетъ случиться, что уравнене Ё(х, у) =0 таково, что оно не 
удовлетворяется никакими дЪФйствительными ‘значешями хи у, напр. 
уравнене ° 


ь 2 у-+1=0. 


Въ этомъ случаЪ, чтобы не нарушать общности, будемъ говорить, 
что разсматриваемое уравнене представляеть мнимую кривую. 


22. Легко теперь видфть, чтб представляеть геометрически си- 
стема двухъ уравненй 


Е (1,9) =0, В (1, у) =0. 


Какъ извфстно, вообще говоря, изъ двухъ уравненй мы можемъ 
опредлить оба неизвЪфстныхъ. РЬшая эти уравненя, мы получимъ 
для хи у рядъ значевшй (а,,6,), (а„, 6.) (аз, В,). . .; если оба числа 
пары (а; , 6; ) будутъ д-йствительны, то имъ будетъ соотвфтствовать одна 
точка; если эти числа будуть мнимы, то, собственно говоря, имъ не 
будетъ соотвфтствовать никакая точка плоскости; но, чтобы не нару- 
шать общности, математики говорятъ, что въ этомъ случаЪ пара зна- 
ченй (а; , & ) опредфляеть мнимую точку. 


Итакъ, два уравнешя съ двумя неизвюстными представляють на 


плоскости, вообще говоря, нькоторое число дъйствительныхь или 
мнимыхь: точекъ. 


Каждая пара значенй (а;,Ъ.) представляетъ, очевидно, коорди- 
иаты точекъ лежащихъ,  какъ на кривой Р (х, у) =0, такъ и на кри- 
вой Р, (2, у) =0. Такимъ образомъ, рьшеня уравненй ЁГ(х, у) =0и 
Е, (х, у) =0 даютъ намъ координаты точекь пересвчешя кривыхъ, 
опредфляемыхъ уравненями Р’(х, у) =0 и Е, (х, у) =0. 


23. Теперь для лучшаго уясненя метода координатъ постараемся 
вывести уравнешя наиболфе простыхъ кривыхъ, а затЪмъ, пользуясь 


36 


ихъ уравненями, постараемся ` составить себЪ поняте о формЪ кри-. 
выхъ. Начнемъ съ круга. 

Какъ извфстно, кругь характеризуется тьмь, что разстоявще 
всъхь его точекь оть данной точки, называемой центром, величина 
постоянная. 

Обозначимъ черезъ ® (черт. 27) уголь между выбраннымн нами 
осями координатъ. По отношеню къ нашей систем координатъ’пусть 
координаты центра С будуть (а,5); ращусъ круга обозначимъ черезъ В. 

Возьмемъ на окружности любую точку М съ координатами (х, 9). 
Разстояне ея отъ центра выразится по извфстной формул слфдую- 
щимъ образомъ: 


У а (и—5+2@— а) ((—5) с0з%; 


ра 


черт. 97. 


но для круга это разстояще всегда равно постояннной В, а потому 
координаты любой точки круга. удовлетворяютъ уравненю 


Ува =9—5):+2&—@(@— 09 с0з%— Е. 
Замфчая, что В>0, видимъ, что радикалъ мы должны брать 
всегда со знакомъ - (плюсъ). Уничтожая въ послфднемъ уравнени 
‘радикалъ, приведемъ уравнеше круга къ такому виду: 


(а) + (4—56)-2 (#—а) (9—5) соз®= №2. р 


Это уравнеше для дЪйствительныхь значенйй (т, 5) будетъ, оче- 
видно, эквивалентно съ предыдущимъ. 
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т 
Если система координатъ прямоугольна, т. е. если в — 


5’ То 


уравнене круга будетъ вида 
ео в =, 


Если центрь круга будеть въ началь координатъ, т.е. если 
4 —6 =0, то уравнене его будетъ: въ косоугольной системЪ координатъ 


22 -- у? -- ху с0$ ® — В?, 
а въ прямоугольной 


52 и —- Аз. 


Мы видимъ, что уравнене круга представляеть уравнене 2-й 
степени относительно Декартовыхъ координатъ, поэтому мы будемъ 
говорить, что кругъ представляетъ кривую 2-й степени. 

24. КромЪ круга къ кривымъ 2-й степени принадлежатъ, какъ это 
увидимъ впослфдстви, еще три кривыя: эллиясь, гипербола и парабола. 

Свойства этихъ кривыхъ, получаемыхь при пересфченм круглаго 
конуса различными плоскостями и потому называемыхъ коническими 
сьчешями, изслЪдованы еще греческими математиками. До насъ дошли 
отрывки обширнаго сочиненя „О коническихь спчещяхь“, написан- 
наго греческимъ математикомъ Аполлощемь изь Перги, жившимъ въ 
Ш вЪкЪ до Р. Х. ”. | 

Подобно всфмъ древнимъ геометрамъ, Аполлон!й находитъ раз- 
личиыя свойства этихъ кривыхъ путемъ чисто геометрическихъ сооб- 
ражен!й и построен. _ 

Мы познакомимся болЪе подробно съ коническими сЪчежями 
впослфдств!и, теперь же ‘постараемся вывести ихъ уравненя и по 
этимъ- уравнешемъ составимъ себЪ нфкоторое представлеше о формЪ, 
этихь кривыхъ. 

Для вывода уравненя эллилса воспользуемся его опредЪленемъ, 
как гвометрическаго мъста щочекь, сумма разстоянй которыхь оть 
двухь давчыхь точекъ равна постоянной величин 2а. 

Замфтимъ, что при выводЪ уравнен!й геометрическихь м%сть 
весьма важнымъ является удачный выборъ системы осей координатъ, 
такъ какъ отъ этого выбора зависить болышая или-менышная сложность 
уравненя даннаго геометрическаго мфста. Дать какя-либо правила % 
для выбора осей координатъь при рЬьшени каждой частной задачи 
нельзя; все тутъ зависитъ отъ навыка и сообразительности. 

Замфтимъ только, что въ большинствЪ случаевъ, если въ число 
данныхъ задачи входятъ каюя либо прямыя, то часто бываетъ полезно 
выбрать за координатныя оси дв как!я-либо изъ этихъ прямыхъ. 
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Такъ, въ данномъ случаь мы можемъ считать данной прямую, 
соединяющую двЪ данныя точки Ри ЁР, (черт. 28). Примемъ эту пря- 
мую за ось =-овЪ. Разстояе между данными точками Е и Е, которыя 


и 


черт. 38. 


называются фокусами, дано; пусть оно будетъ 26. Раздфлимъ разстояне 
между точками Ё; и Е пополамъ и черезъ средину его возставимъ къ 
прямой Е, Е перпендикуляръ у’ у; посл5днюю прямую примемъ за ось 
у-ОВЪ. | 

Пусть точка М съ координатами (х,у) представляетъ одну изъ 
точекъ нашего геометрическаго мфста; обозначимъ черезъ 7 и г; длины 
отр$зковъ (Е М) и (Е, М); тогда, по условю, им5емъ слфдующее ра- 
венство: | 


О ем ПЛОВ 


Точки Р, Е, и М образуютъ треугольникъ; по извфстному свойству 
треугольниковъ имфемъ 


Е ИРИНЕ, 


откуда, замфчая, что ЕР, М=и, ЕМ=т и ЕЕ, = 2, видимъ, что 
данныя постоянныя а и с, должны удовлетворять неравенству 


О м (12) 


Если мы теперь выразимъ черезъ координаты точки М величин 
гит, то уравнене (11) и представить искомое уравнен:е ‚ нашего 
геометрическаго мЪста, т. е. эллипса. , 
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Нетрудно видфть, что координаты точки Е будутъ (с,0), а точки 
РР —(—в,0); воспользовавщись теперь выраженемъ для разстоян1я между 
двумя точками, найдемъ, что 


‚НИЕ ил =+ИЕТОЕИ, 
а потому искомое уравнеше будетъ: 
Уве И@ Ее 2.......... (13) 


гдЪ при радикалахъ подразумфваются знаки -|- (плюсъ). 

ЗамЪтимъ, что когда въ уравнене кривой входятъ радикалы, то 
обыкновенно избавляются отъ нихъ, причемъ всяюй разъ необходимо 
изслЪдовать вс новыя рЪшеня, которыя могутъ получиться при 
возвышен!и даннаго уравнен!я въ степени. 

Если бы мы избавились отъ радикала въ уравнени (13), то по- 
лучили бы уравнеше, эквивалентное не одному уравненю (13), а всЪмъ 
тЪмъ уравненямъ, которыя мы получили бы изъ него, давая радика- 
ламъ положительныя и отрицательныя значеня, т. е. уравненямъ 


и, = 2а, ти =2а, — "+ =2а, —7—и=2а,. . . (14) 


ГДЪ ПОДЪ 7 и 71 подразумЪваемъ радикалы взятые съ + (плюсомъ). 

Покажемъ, что дьйствительными значенями хи у будетъ 
удовлетворяться только первое изъ этихъ уравнен!й т. е. одно только 
уравнене (13). Въ самомъ дФлЬ, такъ какъ числа г и т’, будутъ 
всегда положительными, то поэтому послфднее изъ уравненй (14) не 
имЪетъ мЪста. 

ДалЪе, если точка М дЪйствительна, то ги 7, какъ длины сто- 
ронъ треугольника ЕМЕ., удовлетворяютъ неравенствамъ 


т—", < ЕЁ, = 9, 
71 ---7 < ЕЁ, = 2е. 


Если бы для дФйствительныхь значенйй (я,у) имфли мЪсто 2-ое 
или 3-е изъ уравнен!й (14), то ПослфднИя неравенства обратились бы въ 
слЪъдующее: а «с, а это противорфчить нашему условю (12) отно- 
сительно а и с. р 

Итакъ, если мы будемъ разсматривать только дюйствительныя 
точки, т. е. только т точки, координаты которыхъ (я,у) числа дьй- 
ствительныя, то тогда мы сможемъ считать уравненше (13) эквива- 
лентнымъ съ тЪмъ, которое получимъ изъ него, избавившись отъ ра- 
дикаловъ. 
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› Уничтоживъ радикалы, придемъ къ уравнению вида 
х (а? ых 62) 52 + ау = а? (а? бе с). 
Такъ какъ а> с, то, слЪдовательно, можемъ положить 


а -— дерет (15), 


гдЪ 52 положительное число. 


Подставляя это значене а? — с? въ полученное уравнеше и для 
его на 92?, найдемъ уравнеше эллипса въ простъйшей формЪ 


3 Е Е 


Постараемся по этому уравненю составить себЪ представлеше о 
формЪ эллипса. Рьшая уравнеше относительно у, получимъ выражене 
такого вида: у 


52 


у 
ЕЙ т (17) 


Изъ него видимъ, что каждому значёню х соотвфтствуютъ . два 
равныхь по абсолютной величинф и противоположныхъ по знаку 
значеня у; отсюда заключаемъ, что наша кривая симметрична отно- 
сительно выбранной нами оси 5-овъ; точно также найдемъ, что она 
будетъ симметричной и относительно нашей оси у-овъ. 

Изъ (17) видимъ, что для у будемъ получать д-йствитель- 
ныя значення для ТЪФхЪъ только значенй <, которыя удовлетворяютъ 
условпо 


откуда заключаемъ, что у будетъ дЪйствительнымъ только тогда, когда 
х будетъ заключаться въ предфлахъ оть —а до а, т. е. когда 


—а<х<а. 


СлЪдовательно, если отъ начала координатъ (черт. 29) отло- 
жимъ на оси х-овъ въ одну и въ другую сторону отрЪзки, равные а, 
и проведемъ въ концахъ этихъ отрфзковъ прямыя ГГ, н КА,, парал- 
лельныя оси у-овъ, то за этими прямыми точекъ нашей кривой не 
будетъ. 
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черт. 39. 


ДалЪфе изь (17) видимъ, что наибольшее по абсолютной вели- 
чин$ значене у получимъ, полагая х=—0; тогда у= ЕВ. Такимъ 
образомъ, наиболфе удаленными отъ оси х-овъ точками эллипса бу- 
дутъ точки М (0,5) и М, (0,5), лежащя на оси у-овъ. 

СлЪдовательно, если мы черезъ точки № и №, проведемъ прямыя 
РР, и ВВ,, параллельныя оси 5-овъ, то за этими прямыми вверху и 
внизу точекъ эллипса не будетъ. Итакъ, эллипсъ весь заключенъ въ 
нъкоторомъ прямоугольникЪ, стороны котораго равны 2а и 45. 

Измфняя х оть 0 до{а или — а, будемъ для у получать зна- 
ченя все менышя и менышя по абсолютной величинЪ; наконецъ, 
когда я станетъ равнымъ + а, то у обратится въ нуль. 

Такимъ образомъ, наиболфе удаленными отъ- оси у-овЪ точками 
эллипса будутъ точки М и М,, лежания на оси х-овъ и имфющя 
координаты (а,0) и (—в,0). 

Эти точки носятъ назван!е вершинь эллипса. 

Мы уже говорили, что точки Ки №, носятъ назване фокусовь; 
разстояне 2е между ними называють фокуснымь разстоящеме. 

Прямыя ММ, и ММ, носять назваше ‘осей симметрш эллипса; 
число а называется длиной большой полуоси, а число 6 длиной малой 
полуоси. | 

Если фокусное разстояне обратится въ нуль, т. е. если с=0, 
то тогда 

2—0? — = а? 


и уравнеше эллипса обратится въ 


2 у? — а*, 
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а это, какъ намъ извъстно, уравнене круга съ центромъ въ началЪ 
координатъ и радусомъ а. Итакъ, эллипсъ съ фокуснымъ разстоя- 
немъ, равнымъ нулю, есть ничто иное какъ кругЪъ. 

25. Уравненю эллипса можно придать еще одну интересную 
форму, дающую возможность при помощи циркуля и линейки по- 
строить по даннымъ полуосямъ какое угодно число точекъ эллипса. 

Изъ того обстоятельства, что всякая пара координатъ (=, у) любой 
точки на эллипс удовлетворяетъ соотношению 


О 


х 
заключаемъ, что для точекъ, лежащихъь на эллипс, числа — и 
а 


я по абсолютной величинф не больше единицы, а потому, если я 
есть абсцисса какой-либо точки эллипса, мы всегда можемъ найти 
дЪйствительный уголъ $, удовлетворяющий условю 


Ея 
— ==5с0$ $. 
а 


На основанйи же уравнения эллипса найдемъ, что тогда 


9 ь 
— = 1$. 
Ь Ф 


Итакъ, координаты точекъ нашего эллипса можемъ выразить при 
помощи величины $ сЛФдующимъ образомъ: 


х—ас05ф, У--бЗШФ (19, 


ИзмЪняя уголъ ф ВЪ предфлахъ отъ 0 до 2«, получимъ вс 
точки эллипса, причемъ каждому значеню х будетъ соотвфтствовать 
одна пара значенй (х, у) и наоборотъ. 

Уравневя (19) можемъ считать эквивалентными одному урав- 
неню (18), такъ какъ отЪ уравнений (19) мы перейдемъ къ (18) путемъ 
исключеня величины $. 

Перемфнную величину $, черезъ которую выражаются коорди- 
наты точекъ нашей кривой, назовемъ параметромь, а уравненя (19)` 
параметрическими уравнешями эллипса. | 

Наши уравненйя (19) представляютъ частный случай уравнений вида 


2— Е, ($), у=Ё® ....:-.° 0, 
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гд Ри Е, символы ряда нзкоторыхъ операшй. Легко видФТЬ, что сово- 
купность уравнешй (20) представляетъ, вообще, нфкоторую кривую, 
или, какъ говорятъ, эти уравнен!я представляють параметрическ!я 
уравненя нЪкоторой кривой. 

°Въ самомъ дЬлф, уравненя эти эквиваленты ооному уравнению. 
вида Р(х, у) —=0, которое получимъ изъ (20), исключивъ пара- 
метръ ф. ПослЪднее же уравнене представляетъ нъЪкоторую кривую. 

Вернемся однако къ нашему эллипсу. Проведемъ на плоскости 
два концентрическихъ круга съ центрами въ начал координать и 
съ радусами равными соотвЪтственно В и а. Если -(черт. 30) изъ цеи- 


рис. 30. 


тра проведемъ радлусъ подъ нфкоторымъ угломъ ф къ оси х-овъ, то, 
какъ легко видфть, абсцисса ОС точки А, лежащей на пересфчени 
этого радуса съ окружностью радуса а,.будеть равна асо8$; орди- 
ната же КВ точки В, лежащей на пересфчени этого радуса съ дру- 
гой окружностью, будетъ равна: 6 зте. Обращаясь къ уравиенямъ (19), 
видимъ, что точка, имъющая абсциссу, равную абсцисс точки А, и 
ординату, равную ординатЪ точки В, булетъь лежать на искомомъ эл- 
липс$. Чтобы построить такую точку, намъ достаточно изъ точки В про- 
вести прямую параллельно оси я-овъ до пересфченя съ ординатой 
АС точки А. Точка М, представляющая точку пересЪченя послфд- 
нихъ двухъ прямыхъ, и будеть лежать на нашемъ эллипсЪ, такъ какъ 
ея кординаты будуть (ас05$, В $), а слЬдовательно будутъ 
удовлетворять уравненйю эллипса 


22 КР 
а то 
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Мы остановились довольно долго на эллипсЪ, чтобы выяснить 
слъдующе вопросы: 1) какимъ образомъ по данному закону образо- 
ваня найти уравнен!е кривой и 2) какимъ образомъ, зная уравнеше 
кривой, найти приблизительную форму! ея. 

26. Теперь перейдемъ къ выводу уравненя гиперболы, основыва- 
ясь на томъ ея свойствЪ, что она представляетъ геометрическое исто 
точекь, разность разстояшй которыхь оть двухь данных точекь 
величина постоянная. 


Какъ и въ случаЪ эллипса, за ось х-овъ примемъ прямую, про- 
ходящую черезъ данныя Точки Ки Е (черт. 31), носяная назване 
фокусовь; раздЪлимъ затЪмъ разстояне между точками Ги Е, вели- 
чина котораго равна 2е, пополамъ и черезъ средину его возставимъ 


У 
М, М 


чертежъ 31. 


перпендикуляръ къ прямой Ел Е. Этоть периендикуляръ и примемъ за 
ось у-овъ. Обозначимъ далЪе черезъ т; ит соотвфтственныя разстоян!я 
отъ точекъ Р, и Е какой-либо точки М (2, у) нашей кривой. 

Легко видфть, что разсматриваемая кривая будетъ состоять изъ 
точекь двухъ` категорий: 1) изъ тфхъ, которыя ближе къ точкЪ Ё, 
нежели къ точкЪ Ё/, т. е. для которыхъ г, > 7, и 2) изъ тфхь, кото- 
рыя ближе къ точкЪ Ёи, чфмъ къ точкЪ Ет. е. для которыхъ 7> 7". 

Такимъ образомъ, наше геометрическое мЪсто будетъ предста- 
влено двумя уравненями: для геометрическаго мЪста однфхЪ точекъ 
уравнен!е будетъ 


О = 92. еее (21), 
а для геометрическаго м$ста другихъ 


По И м 
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Эти два уравненя соотвфтствуютъ двумъ различнымъ вЪтТвямъ 
нашей кривой. 

Какая-либо точка М нашей кривой съ фокусами Ри Е соста- 
вляеть треугольникъ, длины стороцъ котораго равны г, г, и 26. 

На основаши извфстнаго свойства Д-ковъ, имфемъ 


1 
фм < 96, м — "< 16, 
а потому постоянныя а и в должны удовлетворять неравенству 


о ив 


Выразимъ теперь величины ”, и 7 черезь координаты (2, у) со. 
отвфтствующей` точки гиперболы. На основан и тфхъ же разсужденй, 
что и при выводЪ уравнен!я эллипса, найдемъ что 


РЕНИ п=+УИбчя, 
а потому уравненйя (21) и (22) вЪтвей гиперболы примутъ такой видъ: 


УЕ аи — У ро = 
... (4) 
УЕ и — У бои =. 


Какъ легко видфть, уравнения эти отличаются только знаками у 
радикаловъ, ‘поэтому, если мы избавимся отъ радикаловъ въ одномъ 
изъ этихъ уравненй, то полученное такимъ образомъ уравнене будетъ 
одно и то же, какъ для одной вфтви, такъ и для другой. 

Но кромЪ нашихъ уравненй 


г— г — а, 1-Е ГЕ, 
полученное уравнеше безъ радикаловъ будеть еще соотвЪтствовать и 
уравненямъ Е 
Уи, = 2, — 7-7, = 2а, 
Легко показать, что послЪдня два уравнен!я не будутъ удовле- 
творяться дЪйствительными значешями (5, 9), а потому, если мы будемъ 
ограничиваться разсмотрЪшемъ дфйствительныхъ точекъ, то наше 


уравнене безъ радикаловъ будетъ эквивалентно только двумъ урав- 
нещямъ 


т— = 2а, п — = 2, 


т. е. представить только обЪ дфйствительныя вЪтви гинерболы. 
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Что касается уравнеия —ут—т==2а, то такъ, жакъ, по условию, 
г >0 и; >0, то оно не можеть имфть м5ста. 

ЗамЪчая теперь, что г, 7”, И 9 представляють стороны А-ка 
Е,МЕ, и допуская, что существуетЪ такая дъйствительная точка М, 
координаты которой удовлетворяютъ уравнению х-+ ”, = 23а, мы изъ 
извЪстнаго соотношения между сторонами Д\-ка у, > 26 нашли бы, 
что а>е, а это противорфчитъ услов!ю (23). Такимъ образомъ, избав- 
ляясь отъ радикаловъ ВЪ ОДНОМЪ ИЗЪ уравнений (24), найдемъ урав- 


нене, которому удовлетворяютъ координаты любой точки гиперболы; 
это уравнеше будетъ иМЪТЬ ВИДЪ , 


(22 а а?) 42 — а22 —- (с ЕЕ а?) аз. 
ЗамЪчая, что с > а, можемь положить 
62 — а? = 7, 


гдЪ 5? положительное число. Дфля все уравнене на а25*, приходимъ 
къ простъйшему уравнен!ю гиперболы 


О к 


Постараемся теперь составить себЪ представлеше объ этой кри- 
вой на основан!и ея уравненйя. 


Рьшая уравнене относительно 7, найдемъ 


а (26) 


— 


откуда видимъ, что каждому значенню х соотвф$тствуютъ два значення 
у, равныя по абсолютной величин$ и противоположныя по знаку; дру- 
тими словами, выбранная нами ось 2-овъ представляетъ ось симметр!и 
для нашей кривой. Точно такъ-же докажемъ, что и наша ось У-овЪ 
Фудеть для нея осью симметрии. — 


Изъ выраженя (26) видимъ, что 9 дЪйствительно только Тогда, 
когда х подчинено условю 


послЪднее услове эквивалентно двумъ слЪдующимъ: 


< — а, ха, 
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а поэтому, если на оси =-овъ вправо и влфво отъ начала координатъ 
отложимъ отрЪзки, равные по длинЪ а, и черезь концы этихъ от- 
рзковъ проведемъ прямыя параллельно оси у-овъ, то внутри обра- 
зованной такимъ образомъ полосы не будетъ точекъ гиперболы (черт. 32). 


р 


| 


й 


черт 83. 


Наименьшее абсолютное значеше у пруобрЪтаетъ, когда 


т. е. когда х = а; при этихъ значеняхъ х координата 9 равна нулю; 
такимъ образомъ, наиболфе близкими къ оси У У точками гиперболы 
будутъ точки, лежащя на оси х-овъ и имъющя координаты (а, 0) и 
(—а, 0); эти точки носятъ назване вейшинь гиперболы. 

Когда х увеличивается по абсолютной величинЪ, тои у возра- 
стаетъ по абсолютной величинф, и, наконецъ, когда х стремится къ 
+, то съ нимъ вмЪстЪ и у стремится къ + ®. Такимъ образомъ, 
‚ гипербола имфетъ безконечно—удаленныя точки. 
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Чтобы лучше себЪ представить форму гиперболы, поступимъ 
слЪдующимъ образомъ: изъ начала координатъ проведемъ произволь- 
ную прямую подъ угломъ ф къ оси х-овъ (черт. 33). Пусть эта пря-. 
мая встрЪчаеть нашу гиперболу въ точкЪ М (х, 9). Если черезъ г 
обозначимъ длину отрЪзки (ОМ), то тогда абсцисса и ордината точки М 
будуть таковы: | 


х==г с0$Ф, У=иУ $. 


Такъ какъ точка М лежитъ на нашей кривой, то ея координаты 
удовлетворяютъ уравненю этой кривой, а потому, подставляя получен- 
ныя нами значеная (х, у) въ уравнене (25) и рЪышая его относительно 
’?, получимъ: 

2 В: 
с0532ф ЗИФ 


а? Ба 


Пока уголъ $ таковъ, что 


с05Ф  5Ш?Ф 
а? 2 


>0 


или 


|4 
йе > КР Ф, 
а? 


до тЪхь поръ для т получаются по два дЪйствительныхъ значеня, 
равныхъ по абсолютной величин, но противоположныхъ по знаку. 
Это обстоятельство указываетъ на то, что на каждой прямой, прове- 
денной черезь начало координатъ подъЪ угломъ Ф къ оси =овъ, 
удовлетворяющимъ неравенству 


8 [ 
—— <<, ; 
а` а 


лежатъ дв точки гиперболы, расположенный по разныя стороны отъ 
начала координатъ, какъ напримЪръ, точки Ми М, (черт. 33). Когда &, 
увеличиваясь по абсолютной величинЪ отъ нуля, приметъ одно изъ 


еАУВ 
значенй + —» тогда т обратится въ - со, т. е. прямыя, проведенныя 


6 
черезъ начало координатъ подъ угломъ $ — атс т (+ р къ оси 4-0вЪъ, 


встрЬчаютъ гиперболу на безконечности; эти прямыя НОСЯТЪ назване 
асимптоть гиперболы. 


49 


Наконецъ, когда уголъ х будетъ еще увеличиваться по абсолют- 
: 62 
Жной величинЪ, т. е. когда 102 ф станетъ больше д?» Тогда знаменатель 
выражен!я для 7? станетъ отрицательнымъ, а, слЪдовательно, г мни- 
мымЪъ. Такимъ образомъ, видимъ, что кривая наша расположена вся 


внутри угловъ, образованныхъ асимптотами и заключающихь ось 2-овЪ. 
Уравнене гиперболы можно представить въ такой форм%: 


Кия. ' 9? 


д” ВУИ! 


* откуда видимъ, что гиперболу можемъ разсматривать какъ эллипсъ, 
..У котораго одна изъ осей мнимая. Вотъ почему иногда величину а 
называютъ — длиною Одюйствительной, а величину 6 ‘длиной мнимой 
полуоси гиперболы. 
27. Для того, чтобы покончить съ коническими сфченями, намъ 
осталось только вывести уравнен!е параболы. Мы воспользуемся для 
` этого слфдующимъ ея свойствомъ: парабола есть геометрическое мпс- 
то точек, разстоящя которых отъ нюкоторой данной точки, на- 
зываемой фокусоме, и нькоторой данной прямой называемой дире- 
ктриссой, равны. 
Пусть данная точка Р (черт. 34) находится на разстояни р оть 
директриссы ВН: Н. Примемъ за ось х-овъ перпендикулярную къ Я, Н 
прямую, проходящую черезъ точку Е.РаздЪливши отрфзокъ КЁ пополамъ, 


Н [ 


и 
В 


х Е д [х 


Рн—= 
Н, Пу 


черт. 34. 


примемъ за ось у-овъ прямую, проходящую черезъ средину этого 


` отрЪзка и перпендикулярную КЪ ОСИ 5-ОвЪ. 
А. П. ПШЕБОРСКЙ, АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРЯ, 4 
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Нетрудно видфть, что влфво отъ оси у-овъ нФть точекъ нашей 
кривой. Въ самомъ дЪлф, если возьмемъ какую-либо точку влЪво отъ 
оси у-овъ, лежащую между осью у-ОВЪ и прямой Н, Н, наприм$ръ 
точку М, то, какъ видно изъ чертежа 35, 


ЕМ> РВ. 


Но, такъ какъ 


т в, ПИ 
п — (. (—_, 
ОЕ )К. 5 


то, слфдовательно › 


Р@ > ОЕ > КО, 
т. е. 


ТМ > Ка = Ш; 
иными словами, разстояве точки М отъ точки Е больше нежели раз- 
стояше ея отъЪ прямой НН. Возьмемъ теперь точку М влЪво отъ прямой 
Н.Н. Опять видимъ, что (см. черт. 36). 


У 
м__| 1 | 
ра | 
о. 
1 
х_ 15 к ем 
0 
Н, у 


| РЕМ > Ра > СК; 


другими словами, ни одна изъ разсматриваемыхъ точекъ не удовле- 
твбряеть закону, которому должны удовлетворять точки параболы. 

Обозначимъ черезъ (1, у) координаты любой точки М нашей 
параболы; такъ какъ она непремфнно лежитъ вправо отъ оси у-овъ, 
т. е. такъ какъ для нея х > 0, то разстояне ея отъ директриссы вы- 
разится сл5дующимъ образомъ (черт. 34): 


МТ= П.+ ТМ, 
но 
Ш — Ь р ТМ = я, 
2 
а потому получимъ 
МГ-=х- В 


ЗамЪчая, что координаты точки ЕР равны ы ‚о) ‚ найдемъ, что 


разстояне МЕ точекъ Ё и М будетъ 


Такъ какъ для параболы МЕ = МГ, то ея уравнене приметъ видъ 


У (чи . К (27) 


Избавляясь отъ радикала, получимъ уравнен!е, эквивалентное 
уравнен!ю (27) и уравнен!ю 


р 2 
а =-И (5-2 +и. 
2 2 
Но, какъ легко видЪть, послфднее уравнене не можетъ удовле- 
творяться дЪйствительными значен1ями $ и у, 


Въ самомъ дЪлЪ, для того, чтобы лфвая часть послфдняго урав- 
нен!я была отрицательной, х должно быть величиной отрицательной, 


по абсолютной величин большей > . Если одно изъ этихъ значенйй 
будеть я=— а, гда > о то лЪвая часть будетъь по абсолютной 


величин равна (&-- — < «; что касается правой, то при дЪйстви- 


тельномъ значени у абсолютное значене ея будетъ не менЪе 


И 
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9 
т.е. я а а. слЪдовательно, а {огНон больше а. Такимъ образомъ, 


при отрацательномъ значени х значене у, удовлетворяющее послЪд- 
нему уравненгю, можеть быть только мнимымЪ — обстоятельство, къ 
которому мы пришли ранЪе геометрическимъ путемъ. 

Итакъ уравнене (27) будетъ для дъйствительныхЪ значений (х, у} 
эквивалентно съ уравненемъ, которое мы получимъ, уничтожая ВЪ 
немъ радикалы. ПослЪфднее уравнене, какъ легко видЪть, приводится 
къ виду 


у? = рх. ис бага ОО 


Это и есть уравненше параболы въ простЪйшей формЪ. 
Рёшая это уравнене относительно 1, найдемъ, что 


. 


уе Ира, 


откуда видимъ, что 1) ордината у дЪйствительна только для положи- 
тельныхъ значенй =, т.е. что вся кривая (черт. 37) расположена вправо 
отъ оси у-овъ (это мы уже видфли и раньше); 2) что каждому значе- 


черт. 37. 


ню х соотвЪтствуютъ два значеня у, равныя по абсолютной величин® 
и противоположныя по знаку; отсюла заключаемъ, что выбранная 
нами ось =-овъ представляетъ для нашей кривой 066 симметрии. 
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Когда х == 0, то и у=- 0, слЪдовательно, кривая проходитъ черезъ 
начало координатъ; эта точка носить назван:е вершины параболы. 
ДалЪе видимъ, что съ увеличешемъ х отьъ0 до -- <> увеличивается по 
абсолютной величинЪ и у отъ .0 до - с. Такимъ образомъ, нарабола 
имтеть безконечно-удаленныя точки. 

ЗамЪтимъ, что постоянную р называютъ параметромь параболы. 


28. Легко при помощи циркуля и линейки построить любое число 
точекъ параболы по данному ея параметру р. 


Въ самомъ дЪлЪ, уравнен{е параболы можемъ написать въ видф 


а 
Ея 


откуда видимъ. что ордината у есть величина средняя пропорцюналь- 
ная между Фр и соотв$тствующей абсциссой х. Поэтому, чтобы по- 
строить ординату точки параболы по данной ея абсциссВ, поступаемъ 
слЪдующимъ образомъ: на оси х-овъ влфво отъ начала координатъ, 
(черт. 38) откладываемъ отрфзокъ ОМ = 9р, а вправо отрЪзокъ ОГ, = х. 
На МГ, какъ на даметрЪ опишемъ окружность, которая перес$четъ 
ось уовъ въ точкахъ Ми М№,. По свойству круга имЪемъ 


откуда 


черт. 38. 


т. е. ОМ и ОМ, представляютъ искомыя ординаты. Зная абсциссу х 
и ординату у, построимъ и самую точку. 
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Полярныя координаты. 


29. КромЪ прямолинейныхъ координатъ, введенныхъ, какъ мы 
уже знаемъ, Декартомъ, существуетъ еще цфлый рядъ другихъ Ко- 
ординатъ, служащихъ для опред$леня положен1я точекъ на плоскости. 
Одной изъ наиболфе употребительныхь системъ координатъ является 
полярная система. координат. у 

Пусть имфемъ нЪкоторое основане ОР (черт. 39) и н$которую 
точку на немъ 0. Положене любой точки М на плоскости можеть 
быть опред$лено разстоянемъ ея ОМ =! отъ точки О или полюса и 
угломъ $, образованнымЪ отрфзкомъ ОМ, который называется раду- 
сом5 вектором, съ полярной осью ОР. Величины Ф иг и носятъ На- 
зване полярныхь координат точки М. . ее 

Если будемъ измфнять г отъ 0 до ©, а? оть0 до 2, исключая 
2*, то получимъ вс точки плоскости, и при подобномъ измфнеши ко- 
ординатъ зависимость между точками плоскости и Ихъ соотвЪтствен- 
ными координатам (>, $) будетъ взаимно однозначная, Т. ©. каждой 
точкЪ будеть соотвфтствовать одна пара координатъ и наоборотъ. 


Иногда бываетъ удобно принять радусъ векторъ за отрЪзокъ, 


м 


черт. 39. 


лежацший на нфкоторомъ основани съ опредзленнымъ направленемъ; 
тогда величина 7 можеть принимать, какъ положительныя, такъ и от- 
рицательныя значеня, т. е. г будетъ измЪняться отъ — 65 до + ©. Если 
черезъ х обозначимъ уголъ между положительнымъ направленемъ по- 
лярной оси и положительнымЪъ направленемъ основан!я отрЪзка 7, То, 
чтобы исчерпать всф точки плоскости, достаточно измфнять уголЪ Ф отъ 
0 ло т, исключая т. 

Въ этомъ случа$, при выбранномъ нами направлен1и основан!я 
радусовъ векторовъ (черт. 40), координаты точки М будутъ (о, 9}, 
а точки М! (—г, $); при указанномъ выше измънени координатъ каж- 
дой точкф плоскости будетъ соотвЪтствовать одна пара координатъ 
(", $) и наоборотъ, т. е. 
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мл 


а 


& 


черт. 40. 


зависимость между точками плоскости и ихъ соотвфтственными ко- 
ординатами (х, $) будеть взаимно однозначная. 

Наконецъ, иногда приходится, разсматривая радлусъ векторъ, 
какъ отрфзокъ, изм®нять уголь ф оть 0 до 2м, исключая 2; въ та- 
комъ случа, какъ легко видЪть, каждой точкф М (черт, 41) будетъ 
соотвфтствовать двЪ пары координать (и, ф) и(—*", "+ $) въ зависи- 


М : 


черт. 41. 


мости оть того, будемъ ли мы считать положительное направлен!е 
радфуса вектора совпадающимъ съ направлешемъ его основаШя или 
же прямо ему противоположным. 


30. Легко найти связь между полярными и Декартовыми коорди- 
натами; мы разсмотримъ только связь между прямоугольными и по- 
лярными координатами и то въ частномъ случаЪ, когда ось 2-овъЪ 
совпадаеть съ полярной осью, а начало координатъ съ полюсомъ 
(черт. 42). 

Легко видфть, что въ этомъ случаЪ координаты хи у предста- 
вятъ прямоугольныя проекщи радлуса вектора на оси координатъ. 
Обозначимъь  черезь $ уголь между  положительнымъ направле- 
н1емъ оси х-овъ и направленемъ основан!я радуса вектора. 
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ты 
= 


черт 48. 


Изъь соотношен!я 
(Х, У) + (У, В) (В, Х) = т, 


гдЪ (У, В) уголь между осью У и основашемъ радйлуса вектора, а 


(В, Х) =2ж—фи (Х, =>. имфемъ 


(У, В=2@— П=+——, 
а потому ортогональныя проекщи отрЪзка ’—=ОМ на оси Хи 7 
будутъ 
р. 
= с0$ $, У=" С0$ 5 = ее се 8 


Возводя обЪф части полученныхъ равенствь въ квадратъ и беря 
ихъ сумму, найдемъ 


= у. 


откуда ь 
= У -У. 
Корень берется со знакомъ + или — въ зависимости отъ того» 


совпадаетъ-ли направление радлуса вектора съ направленемъ его осно 
ваня или нЪтъ. Если разсматривается только длина радлуса вектора 
’, независимо отъ его направлен!я, то берется знакъ ме: 

Для выражен!я (29) одно на другое, получимъ 


ие= 
я 
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откуда 


ф< == аге Е : 


т 
31. Нетрудно видьть, что всякой кривой соотвЪтствуеть н$которое 


уравнеше въ полярныхъ координатахъ. 


ДЪйствительно, какъ мы знаемъ, всякой кривой соотвфтствуеть 
нъкоторое уравнене въ Декартовыхъ координатахъ. Пусть по отно- 


Положивъ зДЪСь = гсос 7% У-=тзш о, получимъ уравнеше 
нашей кривой въ полярныхъ координатахъ 


Ё (7 с0$Ф, гзт $) = 0. 


Можно и непосредственно найти уравнен{е кривой въ полярныхь 
координатахъ. 


НапримЪръ, кругъ (черт. 43), центръ котораго совпадаетъ съ по- 
люсомъ, имЪеть уравнене 7— а, гда — радусъ круга, такъ какъ 
остается постояннымъ при измЪневи ф оть 0 до 9, 


и 


у 


черт. 43, 
Наоборотъ, всякой зависимости между г и $ вида 


| (+, $) =0 


соотв тствуетъ, вообще говоря, н$фкоторая кривая. ДЪйствительно, 
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полагая здЪсь 
— у 
= —У 2-Е, Ф= 41049 п’, 


преобразуемъ эту зависимость въ зависимость между Декартовыми 
координатами. 


Классификащя кривыхъ. 


32. Мы показали на частныхъ примфрахъ, какимъ образомъ по- 
мощью анализа можно находить тЪ или другя свойства кривой, если 
намъ дань геометрический законъ ея образован. 

`Такимъ путемъ приходится итти при рёшени частныхъ задачъ, 
главнымъ образомъ прикладной математики, напр., при изучен тра- 
эктори движущейся точки. 

Совсфмъ другой путь изслЪдованНя мы должны будемъ выбрать 
въ томъ случаЪ, если захотимъ Дать систематическое изложене теори 
кривыхъ. 

‚ При этомъ изложении первымъ вопросомъ является вопросъ © 
классификащи кривыхъ. 

Въ основу этой классификащи мы можемъ, само собою разу- 
м\Ъется, положить ТЬ, либо другя свойства кривыхъ, напр. можемъ 
положить въ основу ея законъ геометрическаго образовавя кривыхъ, 
какъ это дФлается, напр., въ такъ называемой высшей или проектив- 
ной геометрии, можемъ классифицировать кривыя по ихъ свойствамъ 
въ безконечно малыхъ частяхъ, какъ это иметь мЪсто въ такъ назы- 
ваемой дифференщальной геометрии, и т. п: : 

Что касается аналитической геометрии, то она сводитъ классифи- 
кашю кривыхъ къ классификащи ихъЪ уравненйй. 

- Такимъ образомъ, прежде всего кривыя сЪ точки зр5н!я анали- 
тической геометри раздЪляются на два болышихъ класса: кривыя @/- 
гебраичесая и трансцендентныя. 

Подъ первыми мы будемъ подразум®вать такя кривыя, уравнен!я 
которыхъ относительно Декартовыхъ координатъ приводятся къ алгеб- 
раическимъ уравненямъ, т. е. къ уравнешямъ вида 


Е (в, у =0, 


гдЪ Е служить символомъ конечнаго числа алгебраическихъ операцйй, 
совершаемыхъ, надъ я и У. 
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ВсЪ остальныя уравнен!я соотвфтствуютъ трансцендентнымь 
кривымъ. ы 

Такимъ образомъ, коничесвя сЪчен!я представляютъ кривыя алге- 
браическ!я; что касается, кривыхъ, уравнен!я которыхъ будуть, поло- 
ЖимМЪ, 


: Е я 
у—т 2, уе ‚ у—105я, ух , 


то всЪ эти кривыя транцендентныя. 

Какъ извЪстно, всякое алгебраическое уравнене помощью про-. 
стыхъ алгебраическихъ операшй можеть быть освобождено отъ зна- 
менателей и радикаловъ, а, слЪдовательно, можеть быть представлено. 
въ видЪ 


Е(%, у) = 0, 


гдЪ Е(я, у) многочленъ относительно хи у. 

Смотря по степени этого многочлена, мы можемъ дЪлить алге- 
браическя кривыя на кривыя 1-й, 2-й, 3-й... степени. 

Такимъ образомъ, напримЪфръ, коническ!я сЪченя представлаютъ 
алгебраическя кривыя 2-й степени, кривая, уравнене которой 


ау — 2 --1--0, 


представляеть алгебраическую кривую 4-й степени и т. п. 

До сихъ поръ. неявно, мы предполагали, что всЪ наши кривыя 
отнесены къ н%которой опредЪленной системЪ прямолинейныхъ ко- 
ординатъ, но, такъ какъ выборъ той либо другой системы координатъ 
зависить отъ насъ, то является естественнымъ вопросъ, связана ли 
выбранная нами классификашя кривыхъ съ тфмъ, либо инымъ выборомъ 
координатныхъ осей, или же въ основу ея положены свойства, неза- 
висящя отъ системы координатныхъ осей, то есть свойства самихъ. 
кривыхъ. 

Для того, чтобы отвфтить на этотъ вопросъ, мы должны изслЪ- 
довать, какимъ образомъ измЪфняются уравненя кривыхъ, когда мы 
оть однфхъ прямолинейныхъ осей координатъ переходимъ къ другимъ- 

Такимъ образомъ, мы естественно подошли къ вопросу 0 томъ, 
какъ по даннымъ Декартовымъ координатамъ точки отнсительно од- 
нЪхъ осей найти ея координаты по отношеню къ другимъ осямъ, 
т. е. къ вопросу о преобразован! и Декартовыхъ координатъ. 
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Преобразован!е Декартовыхъ координатъ. 


33. ДвЪ системы прямолинейныхъ координатъ могутъ отличаться: 
1) началомъ координатъ, 2) направлентемъ осей. 

Такимъ образомъ, наиболЪе общимъ преобразоваемъ Декарто- 
выхъ координатъ будеть то, когда измфняются и начало, и направле- 
ня координатныхъ осей. Къ этому самому общему случаю мы перей- 
демъ, разсмотрЪвъ предварительно два частныхъ случая преобразова- 
нй, а именно: 1) когда изменяется начало координать, а оси оста- 
ются параллельными и одинаково направленными, и, 2) когда начало 
координать остается то же самое, а измвняются направленя осей. 

Разсмотримъ первый случай. Пусть имфемъ двЪ системы коорди- 
натныхъ осей Х, Уи Х’, У, имфющихь различныя начала О и 0' 


(черт. 44), причемъ координатныя оси ихъ параллельны и одинаково 
направлены. 


черт. 44. 


Пусть координаты какой либо точки ЛГ по отношеню къ осямъ 
Х и У, будуть (я, у), а по отношеню къ осямь Х’и У’ будуть 
(х', у). По опредЪленпо координатъ, координаты (х, у) представляютъ 
мЪры проекщй отрфзка (ОМ) на соотвЪтстенныя оси Х и ТУ, а коорди- 
наты (2", у") представляютъ мЪры проекщй отрЪзка (О'М) на оси 2" и у’. 
ЗамЪтимъ, что если оси Х'’и У’ параллельны и одинаково напра- 
влены съ осями Х и У, то проекщи какого-либо отрЪзка на оси Х' и У" 
равны проекщямъ того же отрЪзка наоси Хи У; поэтому, напримфръ, 
мЪры проекщй отрЪзка (О'’М) на оси Х и У равны соотвфтственно я" и у’... 

Обозначимъ, наконецъ, черезъь (а, 6) коодинаты начала О’ по 
отношеню. кь осямъ Х, У; эти координаты представятъ мЪфры проекций 
‘на оси Х и Х отр%Ъзка .(00’). 
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Изъ чертежа видно, что отрфзокъ (ОМ) представляеть замыкаю- 
щую ломаной (00’М), а потому на основани извфстныхъ свойствъ. 
проекшй имфемъ 


пре ОМ = пре ОО’ -{ пре О’, 


гдЪ Г, обозначаеть любое направлен!е. 


Проектируя послЪдовательно на одну изъ осей Х и У параллельно. 
другой и замЪчая, что " 


прх ОМ = Я, прх 00’ =а, прх ОМ Е 2’, 
пру ОМ == у, пру ОО’ =, пру О’ = у, 


имфемъ слБдуюция формулы преобразоващя координать для этого 
случая 


х—=' На, Е ее. 


Помощью этихъ формулъ можемъ выразить координаты (я, у) 
черезъ координаты (х’, у’) и наоборотъ, причемъ замфтимъ, что коор- 
динаты относительно одной системы осей выражаются. черезь коор- 
динаты относительно другой системы какь многочлены 1-й степени, 
или, какь говорять, координаты одной системы представляють цп- 
лыя линейныя функщи координать другой системы. 

34. Перейдемъ теперь къ разсмотрфн!ю 2-го частнаго случая, 
когда координатныя оси имфютъ общее начало и различныя напра- 
влен1я. 

Обозначимъ уголь между, осями ОХ и ОХ, которыя мы назовемъ 
старыми осями, черезъ ®, такъ что (Х, У) = (черт. 45). Мы будемъ 


черт. 45. 


знать положен! осей Х’и У’, которыя назовемъ новыми осями, если 
намъ даны будуть углы, образованные ими, положимъ, съ осью Х. 
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Обозначимъ уголъ между осями Х и Х', т. е. уголъ (Х, Х') черезъ а, а 
уголь между осями Хи У, т. е. уголъ (Х, У’) черезъ В; всЪ эти углы 
будемъ отсчитывать противъ часовой стрфлки. 

Пусть координаты нфкоторой точки М по отношен!ю къ старымъ 
осямъ будуть ОК=х и`КМ-=у9, а по отношеню къ новымъ осямъ 
ОК и К'М=Уу. 

Такъ какъ ломаныя (ОКМ) и (ОК’М) имфють общую замыкаю- 
щую (ОМ), то на основаши теори проекшй имфемъ 


пр/ ОК-+ пр/ КМ==пр/ ОКМ. .... (31) 


Пусть ось проекщй СГ составляеть уголъ Х съ’ осью Х, такъ 
что (Х, Г) =^. 

Вспомнимъ, что, если имфемъ въ плоскости три прямыя Х, Г, 
©, то между углами (Х, Г), (Г, 9) и (®, Х) существуетъ соотношене 


(Х, РС, 9) + (®, Х) = т, 


гдЪ К цфлое число, и, что `между углами (Р, ©) и (©, Р), составляемыми 
двумя основан1ями, существуетъ соотношене 


(Р, 9) (@, Р) =". 


Тогда, чтобы опредЪлить углы (1, У), (1, Х’) и (Г, У’ положимъ 
въ первомъ изъ равенствъ- вмфсто @ соотвфтственно У, Хи У; въ — 
первомъ случаЪ, напримЪфръ, найдемъ, 


(т, У) = 2% — (Х, Г) — (У, Х) = 2% —Х — (2 —о) == 2=- (® —№), 


гдЪ й цфлое число. 
Точно такимъ же образомъ найдемъ 


(С, Х) = 2 (а), (1 У) = 8-Х), 


гдЪ № и № ЦБлыя числа. 

Въ равенствф (31) будемъ брать ортогональныя проекщи; помня 
свойство ортогональныхъ проекщй, напишемъ это равенство слЪдую- 
щимъ образомъ: 


д 0$ А ус0$ (—№) =’ с0$ (а—^) {у с0$(8—) .. (32 


Послфднее равенство и дастъ намъ возможность опредфлить, по 
желаню, старыя координаты черезъ новыя и наоборотъ; для этого 
стоить только. соотвфтственнымъ образомъ выбрать ось проекшй Г, 
т. е. уголъ ^. 
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Чтобы выразить координату = черезъ ях и у, выберемъ ось про- 
екшй такимъ образомъ, чтобы изъ равенства (32) исчезло 79. Для этого 
нужно только выбрать уголъ Х такъ, чтобы 


и 
ВЕ 8 , 
6) о) 
откуда 
А—=о —5; 


тогда для 1, найдемъ такое значен!е: 


Рик. эт (и—а) Ну эп (е—В) Е. 
9 ® 


Выбирая ось Г такъ, чтобы изъ выражевя (32) исчезло я, т. е. пола- 


т й 
гая Х — -5’ найдемъ 


__ я’ эта у этВ (34 
п > ое о ) 
Если бы мы пожелали выразить зи у черезь хи то намъ 


нужио было бы соотвфтственно положить 


т т 
Ао Я-А т 
тогда мы получимъ таюя выраженя: 
ыы _2 ЯП В-- узш (8—0) ‚ па -Рузш (@—9) в) 


эт (8—в) . эт (а—8) 


. Изъ формулъ (33), (34), (35) видимъ, что и въ этомъ случаЪ однь 
координаты представляють итълыя линейныя функши другихз. 

35. Разсмотримъ нЪфсколько интересныхъ частныхъ случаевъ, а 

именно, положимъ что координатныя ©си Х и У прямоугольны, Т. е., 


т о 
что ® =-5.; тогда формулы (33) и (34) обратятся въ таюя: 
== соза Ру’ с0$8, У=я' зта- у ив. .. (36) 
Если положимъ, что и система осей Х'’и У’ прямоугольна, т. е. 


т . 
что В=а+-, тогда получимъ такя формулы: 


х—' соза —Узта у=я' зта-у со“... ..- . (37) 
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Послфдьйя формулы представляютъ формулы преобразован!я одной 
системы прямоугольныхъ координатъ въ другую, тоже прямоугольную, 
соотвфтствуюция повороту осей на нЪфкоторый уголь « около начала 
координатъ. 

Нужно только помнить, что въ нашихъ формулахъ х представ- 
ляетъ уголъ, отсчитываемый противъ часовой стрЪлки, и, слБдовательно, 
можетъ измфняться отъ 0 до 9 т. 

36. Перейдемъ, наконецъ, къ общему. преобразован!ю, соотвЪтствую- 
щему, какъ перемЪнЪ начала, такъ и измфненю направлен!я осей. 

Для вывода формулъ преобразован!я въ этомъ случа черезъ 
начало координатъ О’ осей Х’и У", координаты котораго по отнотеню 


и Ух 
им 
/ / 

 е_ ох 
А, 


д @ 
© 


ее х 
О а 


черт. 46. 


къ осямъ Х, У пусть будутъ (а,6) (черт. 46), проведемъ вспомогатель- 
ныя координатныя оси Х”, У", параллельныя осямъ Х, У. Обозначимъ. 
черезъ ®« уголъ между координатными осями Х, У, а, слЪдовательно, 
и между осями Х", У”. Углы, составляемые осями Х’и съ осью Х или 
что то жесъ осью Х”, обозначимъ соотвЪтственно черезъ а и В. Коорди- 
наты любой точки { по отношеню къ.осямъ Х, У, ХУ, Х" У" обоз- 
начимъ соотвфтственно черезъ, (2,9), (2,9), (=, у"). Перейдемъ сперва 
отъ осей Х, У къ осямъ Х", У", тогда на основания предыдущихъ фор- 
мулъ преобразован!я (30) будемъь имЪфть 


=’ {а Е ВОВ аш . (38) ` 


если теперь отъ осей Х", У" перейдемъ къ осямъ Х’, У’ то на осно- 
ван!и формулъ (33) и (34) найдемъ, что 


„_ #5 (® — о) Ну’ $1 (&«— В) 
— эт © 


з 
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„_ я’ это-Ру т В 
а $ & 
Подставляя эти значеня л’и у’ въ выражешя для х и у, полу- 
чимъ общя формулы преобразования: 


_ т’ 51 («—а) у’ 9т («— В). 
ЗРЫЕ $ Ф 


о 09 

хи а Ну эт В. 

АА 

у 5. Ш &® 
Если бы мы пожелали выразить (я, у') черезъ (35.7), то помощью 
формулъ (35) выразили бы (=', У) черезъ а", у’, а затЪмъ, опредф- 
ливъ изъ (38) (я, у’) черезъ (2, у), получили бы искомыя формулы пре- 
образования. 


Замфтимъ опять, что и при общемъ преобразоваи однВ коор- 
динаты выражаются черезъь друйя линейнымъ образомъ. 

Резюмируя все сказанное, приходимъ къ такой теоремЪ: при пере- 
400% оть одной системы Декартовыхь координать (т, у), кз друюй (х, у’) 
однъ координаты представляютз цълыя линейныя функции Орушитъ. 

37. Основываясь на этомъ результат, можно доказать двЪ слЪ- 
дуюцая теоремы: 

Теорема Т. Если уравнеше кривой в» какой-либо системь Декарто- 
выхъ координать будеть амебраическимь или транецендентнымг, то 
таковымь оно останется при замтить данной системы координатз какой- 
уюдно друюй Декартовой системой координата. | 

- Теорема 11. Степень амебраическолю Уравненая кривой вз Декарто- 
выть координатахь не измпняется при переходь отъь одной системы пря- 
молинейныхь координать кз друюй такой же систем. 


Для доказательства первой теоремы припомнимъ, что уравнен!е 
какой-угодно алгебраической кривой можетъ быть приведено къ виду 
#" (х, У)=0, гДЪ РГ (5, у) многочленъ относительно хи у, т.е. предста- 
Вляетъ сумму конечно числа членовъ вида Аза у, гдв Аз —по- 
‘стоянный коэффищентъ, афи Ё цфлыя положительныя числа. Подъ 
этепеныю члена Аа уф будемъ подразумЪвать сумму : -|- &, подъ 
зтепеныю же полинома, являющагося суммой конечнаго числа членовъ 
‘акого вида, будемъ подразумфвать наибольшую изъ степеней его 

пеновъ. Такъ, многочленъ 


Аз у -- В + Ох 
‚удетъ 7-й степени. 
А, П. ПШЕБОРСЮЙ, АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРИЯ. 5 
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Для перехода отъ старыхь координатъ (=, у) кь новымъ (=, У), 
какъ мы видфли, имЪемъ формулы преобразован я вида: 


д=—а- | су, у=а, + Бе, 4... (40) 
гдЪ а, В, с, а, В, с1, нфкоторыя постоянныя. 
Вводя вмЪсто х, у ихъ значешя черезъ яз, у, преобразуемъ каж- 
дый членъ уравненя Р (х, у) = 0, ВЪ слЪдующий: 


Ад (а--в-- су'* (а оу, 
откуда видимъ, что уравненше Р(2, у)=0 преобразуется въ уравнене вид 


Е (х', у') => 0, 
гдЪ Е, (=', у) опять многочленъ относительно хиу. 


Такимъ образомъ, всякое алебраическое уравнене при замЪн 
однфхъ прямолинейныхъ координатъ другими преобразуется въ ам 
раическое же уравнене. 


Покажемъ, что трансцендентное уравнеше не можетъ при эт 
замЪънф координатъ обратиться Въ алгебраическое. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть Е (=, у)—0 представляетъ трансцендее 
ное уравнен!е. Положимъ, что путемъь преобразованя координатъ (х, 
въ (2, у) при помощи формулъ (40), разсматриваемое ураванеше мо 
но преобразовать въ алгебраическое уравнене 


Е (2) = 0, 
гдЪ Е (х, у) многочленъ относительно (х', У). Тогда, ‘обратно, вы] 


жая (=', у’) черезъ (х, у), мы отъ алгебраическаго уравнен!я Е, (ху: 
должны притти къ прежнему трансцендентому уравненю 


и (=, у) —= 0, 


а это, какь мы только что вид$ли, невозможно. 


Такимъ образомъ первая теорема доказана, откуда слздуетъ, 
дълене кривыхъ по ихъ уравненямъ въ Декартовыхь координат: 
на трансцендентныя и аллебраическая не зависить отъ выбора ко 
динатъ и, слЬдовательно, тфсно связано съ геометрическими свойств: 
самихъ кривыхъ. 

38. Перейдемъ къ доказательству второй теоремы, а именно 


кажемъ, что степень алгебраическаго уравнения не зависитъ отЪ 
бора той, либо другой системы прямолинейныхъ координатъ. 
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Въ самомъ дьлЪ, пусть имфемъ алгебраическое уравнене 
т" (=, 9) = 0, | 
ГДЪ РЁ (=, у) многочленъ степени я. 

Если отъ координать (х, у) перейдемъ къ любымъ координатамъ 
({х', У) помощью формулъ преобразовавя (40), то тогда любой членъ 
уравненя Е (х, у) —= 0 вида 

| Ар у 

преобразуется въ многочленъ 

Аз («вх ву (и -- я Ре у 
степени не выше $ -|- &, а, слЪдовательно, уравнене я-й степени 
Е (х, у) = 0 преобразуется въ уравнене 
ы м.) = 
степень котораго не будетъ превосходить "я; другими словами, при 
преобразован!и Декартовыхъ координатъ степень алгебраическаго урав- 
неншя повыситься не можетъ. 

Отсюда легко вывести, что она не можетъ и понизиться. Въ са- 
`момъ дЬлЪ, положимъ, что путемъ преобразованя координатъ можно 
перейти отъ уравнешя 

Е (® у) =0 
степени я къ уравненю 

В; (2,у) =0 
степени меньше и. Если теперь, обратно, координаты (=, у’) выразимъ 
черезъ (х, 9), то, очевидно, перейдемъ отъ уравнен!я 

Е (=, у’) =0 
степени меньше ® къ прежнему уравненйю 

Е (<, м =0 

степени и, т. е. большей степени, а это, какъ мы только что вид$ли, 
невозможно. г 

Такимъ образомъ и 2-я теорема доказана; другими словами, сте- 
пень аллебраической кривой не зависить отз выбора осей координаить, в 
характеризует» свойства самой кривой. 

_ Замфтимъ теперь, что аналитическая зеометуя занимается изуче- 
Мемь свойствз только авмебраическихь кривыхь. 

Къ разсмотрЪн!ю свойствъ этихъ кривыхъ мы и перейдемъ, на- 
чавши изучеше ихъ съ кривыхъ 1-й степени, т. е. съ кривыхъ, общее 
уравнене которыхъ имфетъ видъ 


Аз -|- Ву + С =0. 


ГЛАВА Ш. 


Прямая линия. 


39. Начнемъ съ разсмотрЪя частныхъ случаевъ, когда въ урав- 
неше 1-й степени входитъ.только одна координата, т. е. съ тЪхъ случаевъ, 
когда имфемъ одно изъ двухъ уравненй: 


АН С=0, В б=0. 


Если и С==0, то эти уравненйя обратятся соотвЪтственно въ урав- 
неня х—=0и у=0. Разсмотримъ 1-е изъ нихъ, т. е. д—0. Оно пред- 
ставляеть геометрическое мЪсто точекъ, абсциссы которыхъ равны 
нулю. Изъ самого опредфленя координатныхъ осей явствуетъ, что 
этимъ геометрическимъ м$стомъ будетъ ось у-овъ. 

Точно такъ же уравнене у == 0 будеть соотвфтствовать оси 2-овЪ- 

Допустимъ теперь, что коэффищенть С отличенъ отъ нуля; тогда 
разсматриваемыя уравнен{я приводятся къ одному изъ видовъ х— @ 
или у—=06. Разсмотримъ 1-е изъ нихъ. Оно представляеть геометриче- 
ское мЪсто точекъ, абсциссы которыхъ равны а (черт. 47). 


черт. 47. 


Легко видфть, что такимъ геометрическимь м$стомъ является 
прямая, параллельная оси у-овЪ; въ самомъ дДЪлЪ, на оси х-овъ отло- 
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жимъ отъ начала координать отрфзокъ мЪры, равной а, и черезъ ко- 
нецъ этого отрфзка проведемъ прямую В'И, параллельную оси у-овъ. 
Беря любую точку М на этой прямой, видимъ, что ея абсцисса всегда 
` будетъ равна а; для любой же точки вн этой прямой абсцисса будетъ 
или > а или < а, а, слЪдовательно, уравнеше Х—а, или, что то же, 
уравнеце А\-- С—0 представляет» уравнеше прямой, параллельной оси 5-05. 


Точно такъ же можно доказать, что уравнене у—6 или Ву-- 0—0 
зредставляеть прямую, параллельную оси х-вз. 
40. Перейдемъ къ общему уравненю 


ЯЗ ВОО. др Ем 


и покажемъ, что можно всегда такъ преобразовать кординатныя оси, 
чтобы это уравнеже приняло одну изъ разсмотр$нныхъ нами формъ; 
а такъ какъ въ новыхъ координатахъ уравнене наше, какъ мы только 
что видЪли, представитъ прямую, то отсюда заключаемъ, что общее 
уравнеше 1-й степени представить тоже прямую. 

Чтобы привести уравнене (41) къ желаемому виду, введемъ вм$сто 
(=, /) новыя координаты (х’, у’), отличающся отъ нихъ направлешемъ. 
Какъ мы уже знаемъ, координаты (х, У) выразятся черезь координаты 
{я', у’) слЪдующимъ. образомъ: 


__ ят (в—а)-РУ эт (&—8) __ яз орут В 
7 п ® , НЕ ЯП ь 


гдф ® уголь между старыми осями хи у а уголь между осью хи 
новой осью я’ и В уголь между осью х и новой осью у. 


Подставляя въ уравнене (41) вмёсто х и У ихъ выраженя, 
получимъ 
[Азт (&—а) - В $по] 2+ [А зт (ш—8) | В эт] УЕ С т «—=0. .. (42) 


Теперь постараемся подобрать уголъ В такъ, чтобы коэффещенть 
при У’ обратился въ нуль, т. е. чтобы 


А тп («—В-- Взт В=0. 
ПослЪднее соотношен!е напишется такъ: 
А (зто с0$ ВЫ В с03 «)-ЕВ зш В=0, 
откуда имъемъ 


Азт ® 
ЕР = А созш—В 
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Отсюда и опредфлимъ уголъ В. 
Уравнеше (42) обратится посл этого въ уравнене 


А, яж -+ С, =0, 
гдз 
А, = А эт (в —о) + В яп о, С, = Ся о, 
а послфднее уравненше представляетъ уравнене прямой, парал- 
лельной оси У’. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей основной теоремЪ: 

Всякое уравнеше 1-й степени относительно Декартовыхь координать 
представляет прямую, ь 

41. Докажемъ обратную теорему, а именно, что между Декарто- 
выми координатами любой точки какой одно прямой существуеть 
опредъленная зависимость 1-й степени. 

Если прямая параллельна одной “изъ осей, то, очевидно, ея урав- 
нен1е представится либо въ видф х==а, либо въ видЪ у. Такимъ 
образомъ, въ этомъ ‘случаЪ наше утверждене справедливо. Исключимъ 
этотъ случай и положимъ, что имфемъ нЪкоторую прямую М’ М (черт. 
48), не параллельную ни одной изъ осей. Дадимъ ей н$которое направ- 
леше, причемъ выберемъ это направлене такимъ образомъ, чтобы 
оно составляло съ положительнымъ направлешемъ оси 1-овЪ поло- 
жительный уголъ а меньшй т. Прямую съ этимъ направленшемъ обозна- 
чимъ черезъ А. 

ЗамЪфтимъ, что въ силу соотношеня 


(А+ (А, У, ЮЖ, 
имЪфемъ, что 
(АА Уу=2 брт о 


гдЪ © уголъ между осями координатъ. 
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Обозначимъ черезъ 6 мЪфру отрЬзка, дЪлаемаго нашей прямой на оси 
у-овъ, т. е. положимъ ОВ-Ь, и возьмемъ на нашей прямой какую 
либо точку М съ координатами хиу, причемь х=ОЁЕи у АМ. 
Разсмотримъ двЪ ломаныя, проведенныя между точками Ои М, а 
именно: (ОКМ) и (ОВМ); нетрудно видфть, что 


(ОК) + (КМ) = (ОВ) + (ВМ). 
По извЪстной теорем изъ теори проекщй имЪемъ 
пр ОК + пр КМ = пр ОВ -+ пр ВМ, 
или, слЪдовательно, | 
прах + пр у = пр В - пр ВМ. 


Спроектируемъ ортогонально наши ломаныя сперва на ось х-овъ 
затфмъ на ось 9-овъ. 

„ВспомнивЪ, что мфра ортогональной проекщи какого-либо отрЪзка 
равна мфрЪ самого отрЪзка, умноженной на с0з угла между направле- 
шями основа я отрфзка и оси проекщй, найдемъ при проектировании 
на ось х-овЪ 


< + 1С0$ ® = с0$ ® + ВМ соза, 


и при проектировани на ось у-овъ 
х с05 ® Ну=бЬ- ВМ соз (®— о). 


Перенося въ лЪвую часть въ обоихъ равенствахъ всЪ члены, за 
исключешемъ члена, заключающаго ВМ, и для почленно полученныя 
равенства, найдемъ 


ж- (у— 5) созе с03 а 


соб о Ну—В ^^ с03 (&-—а)’ 


откуда имфемъ 
5 [с03 (® — 0) — с05ас0$ «] + (у—) [с03 ® с0$ (& — а) — соо] = 0. 
Пользуясь извФСТныЫми формулами тригонометр!и, найдемъ 
5 ЯП в $1 а - (у—5) [$11 ® $1 а с05® — с05а (1—5с03? | = 0 
или 
хто зи а— (у—6) 3 хэш (#@—а) =0. 


Такимъ образомъ, если уголъ, составленный нЪкоторой прямой 
съ положительнымъ направленемъ оси х-овъ, равенъ а, и при томъ если 
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эта прямая отсфкаеть на оси уовъ отр$зокъь мЪры 5, уравнеше 
такой прямой будетъ 
$11 а 
В. (о еее. (43). 
т (и— 5) 
Итакъ, вслкой прямой соотвтлиствуеть нъкоторое уравнеше 1-й степени. 

42. Разсмотримъ слЪдующйЙ частный случай: положимъ, что наша 
прямая проходить черезь начало координатъь; тогда мЪфра отрЪзка 
6 равна нулю, а потому уравненйе прямой, проходящей черезъ начало 
координатъ и образующей съ осью х-овъ уголъ а, будетъ вида 


$11 а 
у. еее, - (44 
7 — т (и—о) °” (14), 
если положимъ въ уравневи (44) 
та _ А 
Зш («—а) В’ 
то уравневше это приметъ видъ Е 
Ах-- Ву==0. 
к 
Если бы оси были прямоугольны, т. е. если бы « =--, то уравне- 


2 
шя (43) и (44) обратились бы соотвЪтственно въ таюя: 
у—яма +В ‚ У=яща. Ве. 


43. Покажемъ теперь, что общее уравненше первой степени мы 
можемъ всегда привести къ виду’ (43). - 
Въ самомъ дфлЪ, рЬшая уравнеше 


Аз-- В+ 6=0 


относительно у, что всегда возможно, когда В не равно нулю, т. е. 
когда прямая не параллельна оси у-овъ, мы приведемъ его къ виду 


у=—% &— Ета, . 
гдЪ 
зе балке 9: 
а се 


Сравнивая теперь полученное уравнене съ уравнешемъ (43), 
найдемъ, что . 
Ш @ 
эт (®—) °` 
СлЪдовательно, наше преобразован! будетъ возможно въ случаЪ, 
когда можно найти такой уголъ о, который удовлетворяетъ послЪднему 


п =, т —= 
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соотношенйю. Это посл$днее мы можемъ привести къ виду 
($11 © С0$ & — С0$ ® 5т а) т = т а 
- откуда 
$1 о 
И 
Изъ послдняго выражен1я видимъ, что по данному ти о 
всегда найдемъ уголь о «т, т. е уголъ, составляёмый прямой, дан- 


ной уравнешемъ у— тх-+ п, сь положительнымъ направлешемъ оси 
4-овъ. 


Изъ выражен!я ‚ (45) видимь далфе, что уголъ этотьъ зависить 
только ‘отъ коэффищента т нашего уравнен!я; вотъ почему этотъ 
коэффищентъ носить назване зловозо коэффиента. Если оси коорди- 

т 
натъ/прямоугольны, т. е. если в —-5‚ тогда 

Ц т — ва, 

а, слЪдовательно, в5 прямоузольной системь  координатё’ узловой коэффи- 
зйенть равень 10’ у ума, образуемаю прямой сз положительнымь направ- 
ленемь оси 1-065. 

Если уравнене прямой дано въ общей формЪ 

ов Аз- ВУЕС—0, 


з- ^ 


а 


то угловой коэффищентъ въ уравнении прямой равенъ —- а,  слЪ- 


А 
В’ 
довательно, уголъ а, составляемый прямой съ положительнымъ напра- 
вленемъ оси х-овъ, опредфлится изъ соотношеня 


озона . (46) 


Ча = —- 


Если въ общемъ уравнени прямой будемъ измфнять коэффи- 
щенть С, или въ уравнен{и у = их + В коэффищенть 6, то значеше для #9 2 
измфняться не будетъ; другими словами, всь прлмыя, уравнемя кото- 
рыть отличаются только независимым отб координать членом, параллельны 
между собоо. 

44. Выведенное нами’ выражен е для {га угла, образуемаго прямой 
съ положительнымъ' направлещемъ оси =-овъ, даетъ намъ возможность 
Ррёшить сл5дующий вопросъ: то даннымь уравнешямь двухь прямыль 
найти уюолё между ними. 

Допустимъ, что прямыя наши даны уравнешями 


у—=тх- и, 
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ут < я. 


Обозначимъ первую изъ нихъ черезъ 4, а вторую черезъ В, и кромЪ 
того, обозначимъ черезъ о и В углы, составляемые соотвфтственно 1-й 
и 2-й прямыми съ положительнымъ направлевемъ оси &-овъ, т. е. углы“ 


черт. 49. 


(Х, А) и (Х, В); черезъ ® обозначимъ уголъ (Х, У) между осями ко- 
ординатъ (черт. 49). Пусть 9 представляетъ уголь между прямыми 
Ди В, т. е. уголь (А, В). 

Изь соотношен!я | 

(Х, А) + (А, В) + (В, Х) = 2т, 
гдЪ Е цЪлое число и (В, Х) = 2х — В, найдемъ, что 
9— (4, В)= 2х — Эк +В —«==2йх + (В—а), 
гдЪ й цЪлое число; а потому 
_ Ш Ша 
== 1-Е ров. 

На основани предыдущаго для #8 и ша имфемъ таюя выра- 
женя: 
пи Зо . т зто 


—, а = 


ет С05 ® |+ м 60$ ® 


Подставляя эти значеня въ выражен для #0, послЪ простыхъ 
преобразованй, иайдемъ, что 

(и — т) зп о 
1 {+ тт, + п т)) с0$ ® 


Если уравненя прямыхъ даны въ общей формЪ, т. е. въ видЪ 
Ах Ву С = 0, Ах + Ву С: =0, 


120 —= 
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то, какъ мы знаемъ, ихъ угловые коэффищенты будуть соотвЪтственно 


1 


В, ' 


и тт 7: — 


у 2 ? 
а, слЪдовательно, выражеше для {9 9 приметъ видъ 


(АВ, В4.) что 


90 = ЧА. ВВ, — (АВ, + А.В) соо. 


.. (48) 


45. Когда уголь © между прямыми равенъ нулю, т. е. когда 
прямыя параллельны, то и 49 ©9-==0, а, слБдовательно, услове парал- 
лельности двулъ прямыль будеть 


пи —т=0 
_или 
АВ, — ВА, — 0. 


Въ услове это не входить уголъ « между координатными осями, 
слфдовательно, оно имфетъ одну и ту же форму, каковы бы ни были 
оси координатъ, косоугольныя или прямоугольныя. Словами это 
услове можно выразить такъ: еси прямыя параллельны, то ихь умо- 
вые коэффищенты равны. 

Если теперь положимъ, что прямыя наши перпендикулярны, т. ©. 
что уголъ е==- ‚ а, слЬдовательно, © =, то въ силу того, 
что числитель выраженя для 9© не обращается ии для какихъ 
конечныхь значенй коэффищентовь въ сс, долженъ обратиться въ. 
этомъ случаЪ въ нуль знаменатель. 

Такимъ образомъ, услове перпендикулярности двуть прямыхё будетъ. 


пит 1 - (тм) 60$ ® = 0, 
или 
АА, -+ ВВ, — (АВ, + АВ) с0$ ® == 0, 


въ зависимости отъ того, КАКИМИ уравненями заданы наши прямыя. 
Если оси координатъь прямоугольны, то условя эти принимаютъ. 
очень простую форму, а именно: 


1 ++ эта — 0, АА, + ВВ, =9. 


Словами эти послЪдыя услоМя можно выразить сл5дующимъ 
образомъ: 65 случаь прямоуюльныхь координать произведене узловых. 
коэффииентовь двуль перпендикулярныхь между собою прямых равно: 
минус5 единицт. 
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46. КромЪ указанныхъ нами формъ уравневя прямой, мы мо- 
жемъ получить нфсколько иныхъ, задавая нашу прямую тфми, либо 
другими условями. 

ЗамЪтимъ, что измфняя коэффищенты въ уравнен!и прямой 


59 АЖ Ву + С = 0, 

будемъ оть одной прямой переходить къ другой. НапримЪръ, если 
въ этомъ уравнеши ‘будемъ измфнять коэффищентъ С, оставляя безъ 
измЪненя коэффищенты А и В, то, такъ какъ угловой коэффищентъ въ 
уравнени прямой при этомъ не будетъ изм$няться, мы получимъ 
уравнен!я прямыхъ, параллельныхъ между собою. 

Такимъ образомъ, чтобы найти уравнене нЪкоторойопредЪленной 
прямой, мы должны по даннымъ условямъ опредфлить коэффищенты 
А,В,С. Легко видфть, что намъ достаточно опредфлить не три коэф- 
фищента, а лишь отношене двухъ изъ нихъ къ трётьему, такъ какъ 
при умножени или дЪлени уравневя на н$фкоторый постоянный 
множитель, получимъ уравненше, эквивалентное съ даннымъ. 

Итакъ, общее уравнене прямой заключаетъ, собственно говоря, 
два неопредзленныхъь коэффищента, или, какъ товорятЪъ, два пара- 
метра, а, слЪдовательно, для полнаго опредфленя прямой достаточно 
задать два условия. 

Какъ мы уже сказали, отъ заданя тЪхъ, либо другихъ условй 
зависитъ та, либо другая форма уравнения прямой. 

Рьшимъ здЪсь н®сколько задачъ на опредфлеше уравнен1я прямой. 

47. Начнемъ со слфдующей задачи: найти уравнеше прямыхь, про- 
ходящиль черезь данную точку (ти, У,). 

Напишемъ уравнене какой-либо изъ такихъ прямыхъ въ видЪ 


Ат-Е ВУ 0—0, (9) 


гдЪ А, Ви С пока неопредЪъленные коэффищенты. Такъ какъ точка 
‘1,9:) лежитъ на прямой (49), то ея координаты должны удовлетво- 
рять этому уравнен!ю; такимъ образомъ, должно имфть мЪсго 
тождество | 


Е о 


Вычитая это тождество изъ уравневя (49), получимъ искомое 
‚уравнене 


А (&—*) +В) =0;....... 60 


й 


здЪсь коэффищенты А, В произвольны, а, слЪдова гельно, это уравнеше 
представляетъ не одну прямую, а всЪ прямыя, проходящая черезъ 
точку (21, 91), или, какъ говорятъ, уплый пучекь прямыхь. 

Если предположимъ, что коэффишенть В не равенъ нулю, 
другими словами, если исключимъ изъ нашего пучка прямую, уравнен!е 
которой будетъ 


РН 9: ос а 8) 


т. е. прямую параллельную оси у-овъ, то уравнене (51) можно 
представить въ вид%: 


А 
у-и=— в —4;). 


А ы г 
Положивъ здЪсь ---р=т, найдемъ уравнеше пучка въ видЬ 


у = т (а — 1) по в. Вх №. 51603) 


ИзмЪняя въ этомъ уравнении т, получимъ уравненя всфхъ 
прямыхъ разсматриваемаго пучка за исключенемъ прямой х = х;; 
замЪтимЪ, что въ уравнене (53) входитъ одинъ только неопредфленный 
коэффищентъ и. 

48. Теперь постараемся найти уравнеме прямой, проходящей через 
деъ данныя точки (2, у1) и (х», уз). 

На основан!и предыдущаго, уравнеше прямыхъ, проходящихъ 
черезъ одну данную точку (21, у,), можемъ написать такъ: 


А (—х)=— Вии); ...... 64) 


гдз К, А и В неопред$ленные параметры. . 
Такъ какъ искомая прямая проходить еще черезъ точку (хо, уз), 
то мы должны имфть тождество вида 


А (х—х) =— В (у—и); 


дфля обЪ части уравневя (54) почленно на об части посл$дняго 
тождества, найдемъ искомое уравнеше прямой, проходящей черезь дет 
данныя точки: 


В а: _ У о о а . (55) 
ь я; — 42 9: — 42 


49. Частнымъ случаемъ рФшенной нами задачи является задача: 
найти уравнеме прямой въ отризкахь, дълаемыхть сю на осять координать. 


78 
‚ Пусть уравневёе искомой прямой будетъ 
Ах-+ Ву О=0......--.... . + 6) 


По условию, прямая отсфкаетъ отъ осей координатъ отр$зки мфръ 
а иЬ (черт. 50), 


черт. 50. 


другими словами, наша прямая проходитъ черезъ точки Ми М съкоор- 
динатами (а, 0) и (©, 5). 

Подставляя въ уравнен!е (56) координаты этихъ точекъ, мы должны 
получить тождества 


Аа-+С=0, ВЫ С=0. 


Опредзляя отсюда А и В, подставляя ихъ значешя въ уравнене 
(56) и сокращая уравнеше на С, получимъ уравнеще прямой в5 отрпз- 
кахз, дплаемыхь ею на осяхё координать: 


х 
к о (57) 


50. Перейдемъ теперь къ слёдующему вопросу: найти координаты 
точки пересьченя двухъ прямыль, данныхь уравнетями 


Такь какь искомая точка лежитъ на обЪфихъ прямыхъ, то ея 
координаты удовлетворяютъ обоимъ уравненямъ, а слЪдовательно, мы 
найдемь координаты искомой точки, рёшая эти уравнен!я; такимъ 
образомъ, координаты точки пересфчешя данныхъ прямыхъ будутъ 


„_ В — СВ __ 40—46 
—21В,.—АВ’ *- АВ, _ВА, 
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Если АВ, — ВА, отлично отъ нуля, то наша точка будетъ лежать 
на конечномъ разстоянн, если же АВ, — ВА, —0, а числители выражений 
для х и уне равны нулю, то точка пересЪченя нашихъ прямыхъ нахо- 
дится на безконечности: въ этомъ случаф, по опредъленю параллель- 
ности, наши прямыя параллельны; такимъ образомъ мы опять пришли къ 
услов!ю паралельности двухъ прямыхъ: 

В, — ВА, = 0. 


Если и числитель и знаменатель выраженй для х и у равны 
нулю, то тогда 
о а" 200 
- 4, В 
т. е. коэффищенты въ данныхъ уравненяхъ пропоршональны, сл$до- 
вательно, оба уравненя представляютъ одну и ту же прямую. 

РазсмотрЪнная наМи задача даетъ геометрическую интерпретащю .' 
изсл5довав!я рЬшенй двухъ уравненйй 1-й степени съ двумя неизв%- 
стными. 

ЗамЪтимь слфдуюше частные случаи нашей задачи: для того, 
чтобы найти точки пересфчечя прямой 

Аж Ву +С=0 
съ какой-либо осью координатъ, мы должны рфшить Уравнеше пря- 
мой совмЪстно съ однимъ изъ уравнейй х —=0 или у-== 0. 

Такимъ образомъ, полагая въ уравнен!и прямой х==0. или у=0, 
найдемъ отрЪзки, дЪлаемые ею соотвЪтственно на осяхъ ординатъ и 
абсциссъ. | 

Обозначимьъ эти отрЪзки черезъ а и 6, тогда для опредфленя 
ихъ получимъ уравнен!я 

Ав С—=0, ВЫ 0-=0. 

Если С отлично отъ нуля, а одинъ изъ коэффищентовь А или В 
равенъ нулю, то одинъ изъ отрЪфзковъ а или В будетъ равенъ безконеч- 
ности; напримфръ, если А=0, то а=5; но при А=0 уравнене 
прямой имЪетъ видъ 

Ви С—0, 
и, слЪдовательно, наша прямая будетъ параллельна оси 5-овъ. 

51. Допустимъ теперь, что въ уравненйи прямой коэффишенты 
-А и В одновременно стремятся къ 0, тогда изъ выражен!й 

С С 
а = — — р —-— 
4 ' В 
въ случаЪ, когда С не равно нулю, видимъ, что в и $ стремятся къ 
безконечности, а уравнеше 
= + Ву+С=0 
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стремится къ виду: 
0. 20.у— С =0, 


гдф, какъ мы говорили выше, С отлично отъ нуля. 

ПослЪднее уравнеше не удовлетворяется никакими конечными 
значенями (5, у). 

Если все таки условимся считать это уравнеше уравненемъ 
прямой, то увидимъ, что эта прямая пересёкаеть всф прямыя пло- 
скости въ безконечно удаленныхъ точкахъ. 

ДъЪйствительно, координаты (2,4%) точки пересЪчен!я прямой 


Ах |- В+ С=0 
съ любой прямой 
Ах + Ву + С. = 0, 


находящейся на конечномъ разстоян!и, какъ мы видфли, будутъ 


Полагая здЪсь, что А и В стремятсякъ 0, и замЪчая, что С' отлично отъ 0, и 
что по крайней мЪр$ одинъ изъ коэффищентовь А., В, отличенъ отъ 
нуля, видимъ, что по крайней мрЪ одна изъ координатъ (7%, и) бу- 
детъ стремиться къ безконечности. 

Такимъ образомъ, на прямой ` 


О. = +0. У+С=0, 


гдЪ С отлично отъ нуля, лежатъ безконечно-удаленныя точки всё 
прямыхъ, лежащихъ въ разсматриваемой плоскости; вотъ почему ее 
называютъ безконечно-удаленной прямой. 

Итакъ, иравненю 


С—0, 


здю С отлично отз нуля, соотвитствуеть безконечно-удаленной прямой. 

52. На основани $ 50 сможемъ рЫшить задачу, какз построить 
прямую по данному ея уравненю. 

Для построеня прямой намъ достаточно построить двЪ какя- 
либо ея точки. 

Пусть уравнене нашей прямой будетъ 


Аж + Ву С=0. 
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Если коэффищентъь С отличенъ отъ ‘нуля, то, найдя точки пере- 
сченя нашей прямой съ одной и другой осями координатъ и соеди- 
нивши эти точки, мы построимъ данную прямую. 

При С—=0 наша прямая проходитъ черезъ начало координатъ, 
а, слЪдовательно, одну изъ ея точекъ мы знаемъ, Чтобы найти дру- 
гую точку прямой, подставимь въ ея уравнене Ах-+ Ву = 0, вмф- 
сто х какое-либо число хо, отличное оть нуля, тогда для у полу- 
чимъ нЪкоторое опредЪленное значеше у; точка съ координатами 
(*, %) лежитъ на нашей прямой, а потому, соединяя ее съ началомъ 
координатъ, мы и построимъ въ этомъ случаЪ искомую прямую. 

53. Теперь перейдемь къ слЪдующей задачЪ: кайти уравнеше 
прямой по данной длин перпендикуляра, опущеннаго изь начала коор- 
динать на прямую, и угламь, составляемымь этимь перпендикуляромь 
сь положительными направлеями осей координать. 


‚У 


2 


р 
а 


черти. 51. 

Пусть р (черт, 51) данная длина перпендикуляра, т. е. отрфзка 
(ОВ), ачи В углы, составляемые отрфзкомъ (ОВ) съ направленями 
осей координатъ, причемь (ОХ, ОВ) =, (ОВ, ОУ) == В; тогда, обозна- 
чан черезъ ® уголь (ОХ, ОУ) между осями координатъ, мы, въ силу 
соотношений 


(ОХ, ОВ)- (ОВ, ОУ) + (ОУ, ОХ) = Эт, 
(ОУ, ОХ) =2=— в, 
найдемъ, что 
(ОВ, ОУ) = Эх — ж о — а = бе (< — а), 


гдЪ № цфлое число. 

Пусть М (х, у) какая-либо точка нашей прямой. Построимъ ея 
координаты ОК —=хи КМ = у. 
А. П. ПШЕВОРСКЯ. АНАЛИТИЧ, ГЕОМЕТРЛЯ. 6 


` Легко видФть, что отрфзокъ (ОВ) представляетъ геометрическую 
сумму отрфзковъ (ОК), (КАЛИ), (27В), т. е. 


(ОВ) — (ОК) + (КМ) + @1№. 
На основаёи теор!и проекщй имфемъ | 
прг, ОВ = прг ОК - пр, ЕМ + прг МВ. ....- (58) 


Будемъ проектировать на направлеше (ОВ) и при томъ будемъ 
брать прямоугольныя проекщи; по свойству прямоугольныхъ проек- 
щй имфемъ 

провОК = со$ (ОХ, ОВ) = #052, 
пров КМ == у с0$ (ОУ, ОВ) = усозв, 
пров МВ = 0. 


Послфднее равенство имфетъ м$сто потому, что направлен!я от- 
рЪзковъ (МВ) и (ОВ) перпендикулярны. Что касается пров ОВ, то она 
равна р; такимъ образомъ равенство (58) въ данномъ случаЪ приметъ 
видъ 

я сз х-Нусо$ З= р... . . (99) 


Оно представляетъ зависимость между координатами любой точки, 
лежащей на данной прямой, т. е. представляетъь уравнене этой прямой. 

Уравнене (59) носитъ назване уравнейя прямой вь нормальной 
формь и представляеть одну изъ важнфишихъ формъ уравненй 
прямой. 


Е. к 
Если оси координатъ прямоугольны, т. е. если ® = 5. ‚ ТО урав 


: : ы т 
нене прямой въ нормальной формЪ въ силу равенства 3 — Ак | эр = ® 


будетъ вида 
х с05 а Ну зта—р==0.,. ... . о. (0) 


54. Покажемъ теперь, что уравнеше всякой прямой въ общемъ 
видЪ можно привести къ нормальной формЪ. Въ самомъ дЬлЪ, пусть 
дано уравнене 

Аж+ Ву С=0, (с. © 


представляющее ту же самую прямую, что и уравнеше (59). Уравненя 
{59) и (61), какъ эквивалентныя, должны отличаться только нфкоторымъ 
постояннымъ множителемъь #Й; другими словами, мы должны имЪть 
равенства: 

а) ВА = соза, 5) ВВ = со$ В == с0$ (® 9), © ВС=— р. 


> >< 
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Полученная система уравнен!й допускаеть опредфленныя ршеня 
относительно неизвЪстныхъ А, ях и р. Такъ, пользуясь извфстной три- 
гонометрической формулой, напишемъ уравнене (Ь} въ видЪ 


ВВ — с0$ (® — 4) —с08 ® с05$ «п а т о, 


откуда; подставляя вмЪфсто с03 а его значене изъ соотношеня (а), 
имфемъ 


В (ВА с0$ ©) = эт о 5т а. 
Возведя это равенство въ квадратЪъ, найдемъ 
Е? (В 4? с05*% —2 АВ со0$ ®} —911?2 ® $1? а, 
или, помня, что зш? а = 1 — Аз А?, получимъ 
В? (.4° с05'® | В? —2 ЛВ соз®) = ша (1 — 1 А*), 
откуда легко найдемъ, что 


= ЯП © (... (62) 


+Иуе+в—2лв 08 © 


Покажемъ, что полученная нами величина для В дЪйствительна, 
т. е., что подъ радикаломъ находится положительное число. 
Такъ какъ числа А и В дВйствительны, то всегда имЪетъ мЪсто 
неравенство 
(А собо — В)? = 0, 


откуда, подставляя 1] — $11? ® вМЪСТО С03?о®, найдемъ 


4? | В — 2 АВ с08 ®=- Ао. . . . (63) 


Если А отлично отъ 0, то правая часть ‘неравенства всегда поло- 
жительна, а, слЪдовательно, положительна и лЪвая его часть; если же 
А — 0, то ЛЪвая часть неравенства обратится въ В?, т. е. будетъ всегда 
больше нуля. 

Остается еще показать, что значеня для с0$а.и со$ (&—0), рав- 
ныя соотвфтственно ГА и ВВ, по абсолютной величинЪ не будутъ 
превосходить единицы, т. е. что углы ях и ® — х дЬйствительны. 
ПослФднее вытекаетъ, какъ легко видЪть, изъ неравенства (63) и 
ИЗЪ аналогичнаго неравенства = 


(А-— 2 с0$ ®)}* 2= 0, 
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приводящагося къ. виду 
А?-- В?—2АВ с05 «= [2 шо, 


Обращаясь къ уравнен!ю (с), видимъ. что оно опредляеть, съ 
одной стороны, величину р, а съ другой, знакъ у радикала, входя- 
щаго въ множитель НД. 

Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ р число положительное, то знакъ у 
 долженъ быть выбранъ такимъ образомъ, чтобы произведене СЁ 
было отрицательнымъ. Если С-0, т.е. если прямая проходитъ 
черезъ начало коорлинатъ, то знакъ у Востается неопредфленнымъ, а, 
сл$довательно, уравнешя (а) и (Ъ) будуть допускать относительно я 
два рЪшен!я: а и «-- т; очевидно, въ этомъ случаЪ за положительное 
направленше перпендикуляра къ данной прямой мы можемъ принять. 
любое его направлен!е. 

Итакъ, мы показали, что всегда существуеть дЪйствительный 
множитель И, приводяцИй общее уравнене прямой Ах + Ву-+ С —=0 
къ нормальному виду. Этоть множитель называется нормирующимь 
множителемь даннаго уравнения. 


® Е . 
Въ случаЪ, когда уголъ ® = -5` › Т.е. когда оси координатъ прямо- 


угольны, выражеше для нормирующаго множителя очень просто, а 
именно 
. 1 
ры, 
И А+ В 
Такимъ образомъ, для того, чтобы привести уравнене прямой 
къ нормальному виду въ случаЪ прямоугольной системы координатъ, 
нужно его раздЪлить на корень квадратный изъ суммы квадратовъ 
коэффищентовъ при и у, взятый съ опредфленнымъ знакомъ. 
55. Напомнимъ теперь всЪ различныя формы уравнения прямой, 
которыя`мы до сихъ поръ вывели. 
1) Общее уравнене прямой: 
Аз ВУ =0 
съ частными случаями х=а и у-6 (прямыя, параллельныя осямъ} 
2) у— ть, 


гдВ т угловой коэффищентъ, а Ь отрфзокъ, дЪлаемый прямой 
на оси у-овъ; : 
3) А (1—1) + В(у— и) =0 


уравнен1е любой прямой, проходящей черезъ данную точку (1, 91). 
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Послфднее уравнеше мы можемъ представить еще въ вид равен- 
<тва двухъ отношенй 


Е ЧА ЗУ ЕН . (64) 


р —= Г . . ® ® * ® 
ГД а = — Ви Ъ — А. 


Приравнивая это отношене #, мы получимъ параметричесяя урав- 
неня прямой 


= Раефу=и + Ы. 


Параметръ # и координаты точекъ на нашей прямой связаны 
между собою взаимно однозначной зависимостью, такъ какъ каж- 
дому значен1ю $ соотвЪтствуеть одна пара значенйй (х,у), а, слЪдова- 
тельно, одна точка прямой, и, наоборотъ, каждой парЪ значенй (х, у), 
удовлетворяющей уравненю (64), (т. е. каждой точкЪ нашей прямой), 
соотвЪтствуетъ одно значен!е параметра Ё 

ЗамЪфтимЪ, что, если прямая параллельна одной изъ осей коор- 
динатъ, то уравнен:е ея будетъ или х = хь, или у = и. 

Въ этомъ случаф въ параметрическихъ уравнен!яхъ одинЪ изъ 


‚коэффищентовъ а или 6 равенъ нулю. 


Такимъ образомъ, координаты точекъ прямой, проходящей че- 
резъ точку (121, 1) и параллельной оси у-овъ, даются выражен!ями 


т,  у=а 


тДЬ В отлично оть 0; координаты же точекъ прямой, проходящей 
черезъ точку (21, у,) и параллельной оси х-овЪ, даются уравненями 


га таь =, 


тдЪ а отлично отъ 0. 

Нетрудно видЪть, что въ параметрическихь уравнешяхъ коэффи- 
щепты аи не могутъ быть одновременно равны нулю, ибо тогда 
уравиеня эти привелись бы къ вилу 


т==, — У=У; 


иначе говоря, разсматриваемая прямая должна была быть параллель-. 
ной И оси у-овЪ, и оси 7-овЪ, что очевидно, невозможно. 
ДалЪе мы вывели уравнен!я: 


4) НГ о а 


т. е. уравнене прямой, проходящей черезъ двЪ ‘точки 
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х у 
5 `. И 
) . ать 1 
уравнене прямой“ дфлающей на осяхъ отрЪзкиа и (уравнене прямой 
въ отр8зкахъ на осяхъ}; 
наконецъ 
6) жсоза-Ни с0$ (® — а) —р=0 


нормальная форма уравненя прямой. : 
Въ различныхъ задачахъ на прямую выборъ того или другого 
вида уравнен!я прямой обуславливается условями задачи. 
Разсмотримъ теперь нфкоторыя задачи на прямую. 
56. Найти уравнеше прямой, проходящей черезь данную точку (ху!) 
и составляющей съ данной прямой уголь ©. 
Пусть уравнене данной прямой будетъ 


у—тж- 5. 


Такь какъ искомая прямая проходитъ черезъ точку (х1, 1), то 
ея уравнене таково: 


у— у: =т: (х 


21); 
по условю, эта прямая составляетъ съ прямой у= тх-НЬ уголъ®, по- 
этому, вспомнивЪ выражене для {К’а угла между двумя прямыми 
- ве (ии —т) это 
ее тт, + (т-+ т) соз ®’ 

опредфлимъ изъ послвдняго уравненя угловой коэффищентъ ти. 
Мы должны помнить, что уголъ © отсчитывается отъ данной прямой 
къ искомой противъ часовой стрФлки. 

Примьчаве. Если уравнеше данной прямой будетъ 


Ах + Ву + С = 0, 


то въ выражени для # © нужно будетъ подставить вмЪсто # вели- 
И: 
чину — |. 
Частные случаи: 
1) если 9 —=0, т. е. если искомая прямая параллельна данной, 
то угловой коэффищентъ т, равенъ угловому коэффищенту. ж и иско- 


мое уравненте приметъ видъ 


у и = (х — м) 


а . 
2) если 09 = г. т. е. если искомая прямая перпендикулярна 
у п 
къ данной и при томъ оси прямоугольны, т. е. ® — 5’, ТО 
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2 @= о, 
а потому имЪемъ: 

| + жт, = 0, 
откуда: 1 


Ну —-- . 
1 И 


Уравнен1е искомой прямой напишется такъ: 


«а. 
и— 1: == - И) 
и и И и 
Таково уравнене прямой перпендикулярной къ данной (въ слу- 
чаф прямоугольной системы координатъ). 
Если даннная прямая задана уравнентемъ, 
Аж - Ву + С=50, 


,. жи А . 
то угловой коэффишентъ ея равенъ -- ва потому уравнен1е пря- 
мой, параллельной данной и проходящей черезъ данную точку, будетъ 
А (1— я) + Ву и) =0, 


а уравненше прямой перпендикулярной къ данной, въ случаЪ прямо- 
угольной системы координатъ, будетъ: 


В (х— 21) — А (ум) = 0. 
57. Перейдемъ къ рьшеншю слфдующей задачи: найти разстояше 


точки, заданной координатами (хи, у!) оть прямой, заданной уравне- 
шемь 


Ах В+ С- 0. 
Изъ начала координатъ О (черт. 52) и изъ данной точки М 
опустимь перпендикуляры ОА и МН на данную прямую; пусть дли- 
ны этихь перпендикуляровъ будутъ соотвЪтственно ри й. 


1 р 
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Легко видфть, что въ случаЪ, если точки Ои М лежать по 
одну сторону прямой Ё[Г., отрЪзки (ОА) и (МН) будутъ имЪть одно и 
то же направлен!е; въ случаф же, если эти точки расположены по 
разнымъ сторонамъ данной прямой. направленя этихъ отрЪзковъ 
прямо противоположны (черт. 53). 


черт. 53. 


Построивши координаты точки Г а именно: ОК = я, и КМ = и 
видимъ, что при всякомъ положени точки № отрфзокъ (ОА) пред- 
ставляетъ геометрическую сумму отрЪзковъ: (ОК), (К 11), (ЛИН) (НА), т.е. 


(ОА) = (ОК) + (К41) + (МН) + (НА), 


и. слфцовательно, на основанйи теории проекщй имфемъ 
прОА=прок + пркаГ-- прмН + прНА ... 65) 


Примемъ за ось проекщй направлен (А) ибудемъ брать пря- 
моугольныя проекщи. 
° Если черезъ « обозначимъ уголъ между „осями координатъ, а 
. черезъ а уголь между отрфзкомъ (ОА) и осью 4-овъ, то въ раз- 
сматриваемомъ случаЪ равенство (65) приметъ видъ 


р = с05 2 Г с0$ (в —) 1; . ... . . (66) 


здЪсь знакъ при # зависитъ отъ того, будеть ли направлене отр%з- 
ка (МН) совпадать съ направленемъ отрЪзка (04), какъ на чертеж (52), 
или же оно будетъ ему прямо противоположно, какъ на чертежЪ (53); 
другими словами, будутъ ли начало координатъь О и точка 2 распо- 
ложены по одну и ту же сторону данной прямой или по разныя ея 
стороны. 
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Изъ соотношеня (66) находимъ для искомаго разстояня № сл%- 
дующее выражене: 


А — +12, 08а - 9 с0$ (®—я)- у... . . (67) 


гдф знакъ зависитъ, какъ мы видЪли, отъ положения точки ЛЕ отно- 
сительно прямой. 

Примъчаше, Если прямая проходитъ черезъ начало коорди- 
натъ, то р = 0, и за направлене оси проекШй можемъ принять лю- 
бое направлене на перпендикулярВ къ данной прямой. 

Всматриваясь внимательно въ равенство (67), видимъ, что пра- 
вая часть его представляеть результатъ подстановки координать 
данной точки (2, 4) въ выражеше, представляющее лЪвую часть 
уравненя данной прямой, приведеннаго къ нормальному виду; т. е. 
если положимъ, что нормируюций множитель уравнен!йя нашей пря- 
мой будетъ, /!, то выражеше для № представится въ видЪ 


В=-И (Аж ВиО... . . (68) 


Итакъ: чтобы найти разстояще данной точки оть данной пря- 
мой, нужно привести уравнеше прямой. къ нормальному виду и подста- 
вить вь трехчлень, представляющйй львую часть этого уравнен/я, ко- 
ординаты данной точки; абсолютное значеше полученнаго числа и 
представить искомое разстоянге. 

Равенство (68) можемъ выразить словами еще слЪдующимъ 
образомъ: значене трехчлена Ах- Ву -|- С для координать какой-либо 
точки М представляеть число, пропорщональное разстоянию точки 
М оть прямой Ах + Ву-+ С=0. 

58. Принимая теперь во вниман!е, что #й, какъ длина, число по- 
ложительнос и что для всфхъ точекъ плоскости, лежащилъь по одну 
сторону данной прямой имфетт. мфсто соотношене 


й. 


Аж | Ви ЕО = 1» 


а для точекъ, лежащихъ по другую сторону прямой, соотношене 


р 


Ла + Ви =--,, 


видимъ, что значешя  трехчлена Ах + Ву+С для координать 
точекь, лежащихь по одну и ту жесторону прямой Ах+ Ву С =0, 
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будуть имтть одинь и тотъ же знакь, для координать же точекъ, 
лежащимь по разныя стороны нашей прямой значешя  трехчлена 
Ах-- Ву С будуть разныхь знаковъ- 
Другими словами, прямая 


Ах и ВУЕС=о0 


дЪфлитъ всю плоскость на двЪ полуплоскости; для координатъ точекъ 
одной изъ нихъ значешя трехчлена Ах- Вут С положительны, 
для координатъ точекъ другой они отрицательны. 

Первую полуплоскость назовемъ положительной полуплоскостью 
трехчлена Ах - Ву + С, вторую же отрицательной. 

Такимъ образомъ, напримЪръ, рьшенемъ неравенства 


` 


Ах -- Ву С 0 


> 
служатъ координаты точекъ положительной полуплоскости этого трех- 
члена. 
Какъ же графически построить эти ръшеня неравенствъ или 
другими словами, какъ опредфлить по какую сторону прямой 


А&- В+С=0 


трехчлень Ах --Ву-+-С положитёленъ, а по какую отрицателенъ? 


Для того, чтобы отвЪтить на нашъ  вопросъ, достаточно знать 
знакъ трехчлена для координатъ одной какой-либо точки, не лежащей 
на прямой. Если, напр., прямая пе проходитъ черезъ начало коорди- 
натъ, т. е. если С отлично отъ 0, то значене нашего трехчлена для 
координатъ начала будетъ С, а слЪдовательно, если С >> 0, то начало 
координатЪ находится въ положительной полуплоскости, если же С < 0, 
то въ отрицательной. 


Если прямая проходитъ черезъ начало координатЪъ, то для опре- 
дЪфленя положительной или отрицательной полуплоскости, полагаемъ, 
напоим№ 0». я == рии = 0. и. изслЪдуемъ пои этомъ знакъ—иоуулена. 


ФЕ Бу. 


Если А> 0, то положительная часть оси Я-овъ лежитъ въ положи- 
тельной полуплоскости двучлена, если же 4<0, то оналежитъ въ его 
отрицательной полуплоскости. 

59. На основан!и сказаннаго легко р-шается сл5дующая задача: вы- 
дфлить помощью неравенствъ части плоскости, ограниченныя прямыми. 

Для пояснешя р$5шимъ двЪ частныя задачи. 
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`Задача (1). ВыдЪлить неравенствами части плоскости, заключен- 
ныя въ разныхъ углахъ, которые образують между собою прямыя 
—92—у+4—0 и З&-+2у = 0. | 

Для построен1я этихъ прямыхъ замфтимъ, что отр$зки, дЪлаемые 
первой прямой на осяхъ, соотвЪтственно равны 2 и 4; что каса- 
ется второй прямой, то она проходитъ черезъь начало координатъ и, 


р 


иу —0 въ трехчлень — 2% у-1Ё4, найдемъ что соотвфтственное зна- 
чен!е его будетъ равно -+ 4, т. е. начало координатъ лежитъ въ поло- 
жительной полуплоскости трехчлена - 2% —у-4; это обстоятельство 


3 
наприм., черезь точку съ. координатами (+ — >) . Подставляя х = 0 


черт. 54. 


мы обозначемъ на чертежЪ значками -- ‚ поставленными вдоль прямой 
(1) въ положительной полуплоскости (черт. 54). Подставляя 12=1, у—0 
въ двучленъ 3х -+2у видимъ, что для точки (1,0) этотъ двучленъ поло- 
жителенъ, слЬдовательно, положительная часть оси 1-овъ лежить въ 
положителБной полуплоскости двучлена 3х + 2у. Теперь уже нетрудно. 
видЪть, что для точекъ, лежащихъ въ Гугл имфютъ мЪсто неравенства: 


— жж 114 <0. З&-+20 


для точекъ, лежащихъ воП угл6 - 2 — У 40, 4+1 <0 
: | > вь Ш, — Ж- у-+4<0 4+ %<0 
и въ М, — Жж - иу+4>0, 5+ >0 


22 
Задача (2). ВыдЪлить при помощи неравенствъ точки, лежания 
внутри треугольника съ вершинами М, (2, 0), ЛА, (0, 1}, М. (3, 3). 
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Напишемъ уравнен1я грямыхъ М, 4, М.М., 81.М\, какъ прямыхъ, 
опредфляемыхъ двумя точками (черт. 55). Какъ нетрудно видфть, урав- 
нен1я эти будутъ 


чгрт. 55. 
для ЛЕМ, . ое +2, 2—0, 
для М. (.... . 22-— Зу +3 --0, 
для ЛЬМ, . . г \ ‚ уф 6—0. 


Такъ какъ о. точки. лежания внутри треугольника, лежатъ по ту же 
сторону относителгио любой стороны треугольника, что и преотивопо- 
ложная этой сторонз вершина, то для того, чтобы узнать знаки 
трехчленовъ + 2у-- 2, 2 — ЗУ Зи 3: — у— б для точекъ лежащихъ 
внутри треугольника, надо узнать ихъ знаки соотвфтственно для 
координать точекъ М, М, 1. | 

Значене перваго изъ этихъ трехчленовъ для коорлинатъ точки 
4!» равно 7, второго для координать точки М, равно 7 и третьяго 
для координатъ точки 4/, равно -— 7. 

Отсюда заключаемъ, что координаты точекъ. лежащихъ внутри 
нашего треугольника, удовлетворяютъ неравенствамъ 


2—2 > 0, ж — Зи-+3> 0, 3х -у-6< 0. 


Резюмируя все сказанное о неравенствахъ, приходимъ къ слЪ- 
дующему заключению: неравенства первой степени выдьляють части 
плоскости, ограниченныя прямыми. 

60. ПослЪ того, какъ мы нашли выражен!е для разстоян!я дан- 
ной точки отъ данной прямой, можно легко рЪшить слфдующую 
задачу. = 
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Найти площадь треугольника по даннымь координатамь его 
вершинь. ° 

Пусть координаты вершинъ треугольника будуть М, (2, у), 
М, (хо, у), М; (т. уз) (черт. 56); построимъ соотвЪтствующя имъ точки 


Ро 7/ м. 


черт. 56. 


ь 


Мь, М., М., Какъ извЪстно, площадь треугольника равна половинЪ. 
произведеня изъ основан]я на высоту, т. е. 


^ р 2 А = М.М, . М: Г. 


гдЪ МИ, длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки М; на пря- 
мую М, М,, а М, М. длина стороны М, М, 

Что касается длины отрфзка М, М», то мы найдемъ ее, поль- 
зуясь формулой для разстоявя между данными точками, а именно: 


М.М, = Ив, Ну, уе и Уребзь; 


ГДЪ ® уголъ между осями координатъ. 

Для того, чтобы найти длину отрфзка М,/., или, что то же, раз- 
стояне точки М; отъ прямой М, М,, мы должны найти уравнене этой 
прямой, затЪмъ привести это уравнен!е къ нормальному виду и подста- 
вить въ выражеше, представляющее лЪвую часть этого уравненя, вмЪсто. 
перем$нныхъ координатъ (5, у) координаты точки М» т. е. числа 
(х-, уз). | 

Уравнеше прямой М, М., какъ проходящей черезь двЪ точки 
будетъ 


54 ы 


ИЛИ 
(И — У) хх) —би-ж) уфу)=0. 


Такъ какъ коэффищенты при х и у въ этомъ уравнени равны 
соотвфтственно (у: — уз) и — (х, — х.), то нормирующй множитель этого 
уравнен!я будетъ 


-- ям ох > 
Е вые а 


` Ус, —х,) Во Су Е ‚) (и 08 & « 


а потому искомое разстояне будетъ 


М. т зи | (у — у» ‚)\- ия Нож) (5—1). 
Исх. -: Е 2) (у, уз) 2х, —х „) (у: у. ,)с0$ ® 


откуда, посл простыхъ преобразованй, получимъ: 


Эт ® [у, (ху, (№ —№) + (и—7.)] 
Их. — Ни, )2 т их.) (у -—у>) с0$ © 


М.Ё = + 


Подставляя эти значеня М, М, МГ. въ выражене для площади 
треугольника, найдемъ, что искомая площадь будетъ 


2 А = шо Гу(ж-— ха) + у (х.—х,) В уз (хи —х.), . . (69) 


Такъ какъ площадь выражается положительнымъ числомъ, то 
знакъ въ нашемъ выраженти нужно выбрать такимъ образомъ, чтобы 
правая часть представляла положительное число. 


Нетрудно запомнить найденное нами выражене для площади тре- 
угольника: въ самомъ дЪлЛЪ, въ скобкахъ всЪ члены получаются изъ 
одного у (х,— 73), когда мы произведемъ всЪ круговыя подстановки 
надъ индексами 1, 2. 3, 


ЗамЪтимъ, что подъ круговыми подстановками размщенй эле- 
ментовъ а, 9, с..... к подразумфваютъ таюя, когда каждый эле- 
менть замфщается слфдующимъ, а послфднй первымъ; такимъ 
образомъ, послз первой круговой подстановки мы  приходимъ 
къ размъщеню № ....... ка, послЪ второй къ размфщеню 
с... каф и т. д; если число элементовъ равно п, то посл п подста- 
новокъ мы приходимь къ первоначальному размъщенйю; если мы 
выполнимъ послЪдовательно и—1 круговыхъ подстановокъ надъ # дан- 
ными элементами, то мы говоримъ, что выполнили надъ ними вс% 
круговыя подстановки. | 
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Зная, какъ находится площадь треугольника по координатамъ 
его вершинъ, нетрудно найти ‘площадь любого многоугольника по 
даннымъ его вершинамъ; для этого разбиваемъ многоугольникъ дйа- 
гоналями на треугольники и по предыдущему находимъ площади 
этихь треугольниковъ. Сумма этихь площадей и дастъ площадь 
искомаго многоугольника. 

61. Рьшимъ еще одну интересную задачу: найти формулы прео- 
бразовашя координатз, если за новыя координатныя оси приняты 
прямыя, заданныя уравнешями 


Ах + В+ С—=0, Аж Ву ЕС, = 0. 


Чтобы данныя прямыя могли быть приняты за оси коорди- 
натъ, онЪ не должны быть параллельны между собою, слЪдовательно, 
выражене АВ, — 4,8 не должно равняться нулю. 

Примемъ вторую изъ нашихъ прямыхъ за новую ось у’ (черт. 57). 
Возьмемъ н$которую точку 11 (х, у) и построимъ ея координаты по 
отношеню къ новымъ осямъ; координаты эти будуть ОК = и 


черт. 57. 


О'’Т,=у. Черезъь »х обозначимъ уголь между пашими новыми коор- 
динатными осями; какъ извЪфстно, мы всегда можемъ прожить этотъ 
уголъ, зная уравнен!я нашихъ повыхъ осей. 

Если изъ точки 4/ опустимъ перпендикуляры МР и МХ на оси 
я’ и у, то, какъ легко видфть, ломаныя (О'’КМ) и (0О’РМ), (О'ГЙ) и 
{О'’ММ) имЪютъ одну.и ту же геометрическую сумму, равную (0’ Л) т. е- 


+ 


(К) + (КМ) = (О'Р) + (РМ, 


НГ) + (ЁМ) = (ОМ) + (ММ). 


Г 
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Изъ этихъ геометрическихъ равенствъь вытекаютъ алгебраическия 
‘равенства: 


пр ОК- пр КМ — пр ОР-пр РМ 
: (70). 
пр ОГ Е пр ГМ = пр ОМ + пр ММ. 


Въ первомъ изъ этихъ равенствъ будемъ проектировать ортого- 
нально на прямую Р,„, перпендикулярную къ прямой О’ 2’; на осно- 
ваНи извфстнаго соотношеня между углами, образованными тремя 


; г 
прямыми вЪ плоскости, изъ условя (Р»ь, ая’) —= 


о найдемъ, что 


(и, Ри. ) Ех Эрг а (5 = а), 


гдф А цфлое число. При этомъ проектировани первое изъ равенствъ 
(70), приметь видъ 


а’ 05-0 + У 50$ (у, Р»') = О’Рсо$ 5 + МР 
или ; 
а МВ 
У — Туна 


Точно такъ же, если во второмъ изъ равенствъ (70) за ось про- 


Р ] п ы 
екшй примемъ такую прямую Р„›, что (у, Ру) — 5, то тогда най- 


демъ, что (Ру, 27) = 2 — (5 +»), и второе изъ равенствъ (70) при- 


ведеть насъ къ соотношеню 


и ХМ 
7—1 я. 


Но длины ММ№ и МР представляють разстояня точки М отъ данныхъ 
прямыхъ, а потому, обозначая черезь Ни В, соотвЪтственно норми- 
рующе множители уравненй этихъ прямыхъ, получимъ, что 


М№М—=- В, (Ах--Ву-Е С) 


РМ = + В(Ах + Ву-+ 0), 
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Отсюда уже легко найти искомыя формулы преобразования: 


В 


Хх’ — АМ-=+. 4 х- Ву+ С), 


пая 


—— ЕМ —- р Ах } В | С , 
у -- Ш ( у ) 


Что касается знаковъ въ этихъ формулахъ, то они вполнЪ опре- 
дЪляются выборомъ положительныхъ направлевй на нашихъ новыхъ 
осяхъ. 

Положимъ наприм., что мы выбрали положительныя направления. 
осей х’и У такимъ образомъ, чтобы положительная часть оси х’ ле- 
жала въ положительной полуплоскости трехчлена 


В я 
--. Ах+Ву+Сс 
сша ( 1 У ), 
а положительная часть оси у’ въ отрицательной полуплоскости 
трехчлена 
ь (Ах- Ву 0) 
ев -0) 
пя У ? 
тогда въ нашей формулЪ для х мы должны взять знакъь Илюсь, а 
въ формул для у’ знакъ минусв. 

Рьшая уравненя (71) относительно хи у; что всегда возможно, 
такъ какъ, по ‘условю, АВ, -- ВА, +0, получимь выраженя старыхъ 
координать черезъ новыя. 

62. Рьшимъ слфдующую задачу: даны дв® прямыя 


Аж Ву+ 6-0, АЖ ВиО =0;. . (72) 


найти уравнеше пучка прямыхь, проходящихь черезь точку пересльче- 
шя прямыхь (72). 

Задачу эту можно было-бы рЪшить помощью према, даннаго въ 
$ 47; для этого стоило-бы только найти координаты (х., У,) точки пере- 
сЪчешя 4 прямыхъ (72), т. е. рышить эти уравнен!я. 

Но, какъ сейчасъ увидимъ, для рЪшен!я поставленной задачи 
нЪтъ необходимости находить координаты (а, и.” 

` Дъйствительно, нетрудно видЪть, что уравнене 


АЖ-Е Ву СНА (А+ ВУ О) --0. . . (9) 


при всфхъ конечныхъ значеняхъ ^ представляеть уравнен!е прямыхъ, 
проходящихъ черезъ точку А. Въ самомъ дЪлЪ, ‘координаты (т, 9) 


А, П. Циеворскй, АПАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРИЯ. 7 


чврт. 58. 


точки А удовлетворяютъ уравненямъ (72), т. е. имфемъ тождественно 
Аж, + Ви + С =0, А,ж, Ви + С, =0, 

а потому при всякомь 1 имЪемъ тождество 
Аж —- Ву, Е С+ 71 (Аж + В Е С) =0, 


откуда заключаемъ, что, каково бы ни было 71, всЪ прямыя (73) прохо- 
дять черезъ точку 4 (4, У). | 
Замфтимъ, что уравнеше (73) не можетъ ни при какомъ конечномъ 
значени 1 обратиться въ тождество. 
Въ самомъ дЪлЪ, полагая, что при какомъ-либо значейи 1 = 
оно обращается въ тождество, удовлетворяющееся при всьхь значе- 
няхь хи 1, мы должны были бы получить, что 


АА, = 0, ВА В —= 0, С+АС, =0, 
откуда : 
- М о 


д, № С,’ 
а это было бы возможно лишь при условйи, что оба уравнешя (72) 
эквиваленты, т. е., что прямыя, соотвЪтствующя этимь уравнешямъ, 
совпадаютъ. 
Мы предположили неявнымъ образомъ, что прямыя (72) пересЪ- 
каются въ конечной точкЪ; если бы онЪ были параллельны, тогда 
имЪло бы мЪсто соотношене . 


гдЪ К множитель пропорщюнальности. : 


Подставляя въ уравнене (73) вмЪсто 4, и В, числа КА иКВ, на- 
пишемъ уравнене (73) въ видЪ 


А (1-х В+ УСС, = 0, 


а это уравнеше при всякомъ значени 7 представляетъь уравнене 
прямой, параллельной прямымъ (72); итакъ и въ этомъ случаЪ пря- 
мая (13) при всевозможныхъ значешяхь ^ проходить черезъ точку 
пересЪченя прямыхъ (72) (сравн. $ 50). 

Покажемъ теперь, наоборотъ, что уравнеше любой прямой, про- 
ходящей черезъ точку 4, можно о въ видЪ (73) за исклю- 
ченемъ лишь Прямой 4, х-+ Бу-- С, -=0 


ДЪйствительно, возьмемъ какую- “либо прямую Г проходящую 
черезь точку А и отличную отъ прямой 


Ах Ву С = 0. 


Возьмемъ на ней какую либо точку В (х,, 1), отличную отъ точки А. 
Мы всегда сможемъ въ уравнени (73) такъ опредфлить параметръ ^, 
чтобы уравнен!е это удовлетворилось координатами точки В. 

ДъЪйствительно, ^ должно тогда удовлетворять услов!ю 


Ах, + Ву ЕС-»А (Ам + Ву НС) =0 


изъ котораго, замЪчая, что 
Ах: ВУ + С. 
не равно нулю, такъ какъ точка (х, у,) не лежитъ на прямой 
Ах Ву С — 0, 
найдемъ 
ее Е Ву 6 


Давая это значене ^ въ уравнен!и (73). видимъ. что это уравнене 
удовлетворяется координатами точекь 41 и В, т. е. представляетъ 
уравнен!е прямой Г. 


Какъ мы видЪли, уравнеше (73) не можеть ни при какомъ ко- 
нечномъ значени ) представить прямую 


ИЖ ВУ ОС, = 0. ., 


Чтобы избъжать это исключейе, мы могли бы вмЪсто уравие- 
ня (73) взять уравнеше 


я (Ах Е Ву Отв (Ах+ Ву+ С) =0, . . . (74) 
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гдЪ «и 3 два совершенно произвольныя числа, не равныя одно- 
временно нулю. 
Если положимъ здЪсь ях отличнымъ отъ нуля, то, дЪля уравнене 


: 35 : 
(74) на а и полагая г % получимъ уравнене (73); если же поло- 


жимъ здфсь я == 0, то уравнене (74) обратится въ уравнен!е. 
Ах -- Ву Е С ее 0. 


Такимъ образомъ, уравнеше (74) представить всь безь‘исключеншя 
прямыя, проходяиия черезь точку пересьчешя прямыхь (72), если 
только мы будемь давать в немь а ц В всевозможния конечныя зна- 
чещя, не равныя одновременно нулю. 

63. Число 7, входящее въ уравнене (73) и характеризующее 
ту либо другую прямую пучка, носитъ назван параметра пучка. 

Для опредЪленя значеня », соотвЪтствующаго нфкоторой опредЪ- 
ленной прямой нашего пучка, необходимо задать одно какое-либо усло- 
ве, которому должна удовлятворять разсматриваемая прямая. Для при- 
мЪра рЪшимъ нФсколько задачъ на опредЪлен!е значеня параметра ^. 

Одну изъ такихъ задачъ, именно: найти уравнеше прямой, про- 
ходящей черезь точку пересьчемя прямыхь 


Ах - ВутС=0, Аж Ву С, = 


и черезь точку хьу.. мы уже р$Ъшили. 
Разсмотримъ теперь такую задачу: 
черезь точку пересьчешя прямухь 


Ах-- ВУЕС:=0, Ах ВУ =0 . . (75} 


провести прямую, параллельную прямой ах ву Ре —= 0. 

Уравнене всякой прямой, проходящей черезь точку пересЪче- 
ня прямыхъ (75), можно написать въ видЪ (73). Такъ какъ искомая 
прямая должна быть параллельна прямой 


ах уе =0, 


то, по условю параллельности, въ послЪднемъ уравнени и`въ урав- 
нени искомой прямой коэффищенты при х и у должны быть про- 
порщюнальны, т. е. з 


А Ал, В+АВ, 
т = 
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Изъ послфдняго условя и спредфлимъ искомое значене д. 
Перейдемъ къ рЪшеню такой задачи: стороны треугольника 
даны уравнешями: | 


найти уравнеще одной изь его высоть (оси координатъ прямоугольны). 
Булемъ искать ` уравнеше высоты, проходящей черезь точку 
пересЪчен!я сторонъ 


Ах-- Ву-+С—0, Ад Ву С, — 0. 


Уравнен!е любой прямой. проходящей черезъ точку пербсфченя” 
этихъ прямыхъ, будетъ 


Аз -Е Ву СНА (Аж + Ву С, — 0. 


Для того, чтобы посяфднее уравнене представляло высоту, намъ 
нужно подобрать значене параметра / такимъ образомъ, чтобы полу- 
ченная прямая была перпендикулярна къ третьей сторонЪ, т. е. къ 
прямой 


Льх ++ Ву -- С. —= о 
Изъ условя перпендикулярности послфдней прямой и соотвЪт- 
ственной прямой нашего пучка мы и опредЪлимъ искомое значене 2. 


Это услове, въ случаф прямоугольныхъ осей координатъ, какъ 
известно, таково: 


А (ААА) В. (Вл В, = 0. 
Отсюда имЪемъ для д значене 


—_ АА вв. 
АА, + ВВ. › 


Я — 


это значене будеть конечнымъ, если знаменатель будеть отличенъ 
отъ нуля. Въ случаЪ же если Е 


А; А. + В, В, = 0, 


видимъ, что сторона 
Аа + Ву С, = 0 


сама перпендикулярна къ сторонЪ 
Аз + Ву + С, = 0, 


т. е. представляетъ искомую высоту. 
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‚ Нетрудно рЬшается и болфе общая задача: найти уравнеше пря- 
мой, проходящей черезь точку пересьчешя прямыхь 


ДАх+-Ву+С=0, Аж- Ву С, =0 


ц образующей сь данной прямой уголь ©. 

РЬшен!е этой задачи предоставляемъ читателю. 

64. Написавши уравнене прямыхъ, проходящихь черезъь точку 
пересЪчен1я прямыхь 


Ах-- В+ С == 0, Ах т Ву ЕС, = 0, 
въ видъ 
(А+ Ла (В+ В Дуо 4=0,. .. . (6) 


видимъ, что коэффищенты въ этомъ уравнен!и представляютъ много- 
члены 1-Й степени относительно перемЪннаго параметра 1 или, какъ. 
говорятъ, представляютъь цьлыя линейныя функции этого параметра. 

Покажемъ теперь, наоборотъ, что, если вв уравней прямой 
коэффищенты цвлыя линейныя функцш нъкотораго перемтннаго 
параметра 1, то всь прямыя, уравнейя которыхь получим, давая 
этому параметру значешя оть — со до - ©°, будуть проходить черезъ 
нюкоторую неподвижную точку. 

Итакъ, мы допускаемъ, что уравнеше нашихъ прямыхъ имфеть 
видъ 


(АНА) ЕН(ВНАВУЕСНАС, = 0, 
гдЪ 4, А,, В, В,, С, С, опредфленныя числа. 
Ннписавши послфднее уравнене въ видЪ 
Ат ВЕСТА (А, ++ Ву С,) = 0, 


видимЪъ, что, каково бы ни было значене 4, это уравнене удовлетво- 
ряется значенями (х, у), удовлетворяющими одновременно уравненямъ 


Ах + ВЕС = 0, Ах Ву Е С, = ›- . с ; (77) 


т.е координатами точки пересфченя послфднихъ прямыхъ. Такъ 
какь уравнемя этихъ прямыхъ вполнЪ опредЪленны, то и точка 
пересЪчен!я ихъ вполнЪ опредЪлена. Такимъ образомъ, высказанное 
нами положевше доказано. 

Если бы прямыя (77) были параллельны, то и прямыя (76) при 
всфхь значешяхъ А были бы имъ параллельны. 
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65. До сихь поръ мы старались всегда найти геометрическое 
значене всЪхъ величинъ, входящихь въ изслЪдуемыя нами уравненя, 
поэтому естественнымъ является вопрось о геометрическомь значени 
параметра \. 

Пусть имфемъ двЪ пересЪкаюцияся въ точкЪ А прямыя АВи 
АВ, уравненя которыхъ соотвЪтственно будутъ: и = 0, и, —0, глъ 
для краткости черезь и и и; обозначены трехчлены 


и — Че-+ ВТО, и — 42+ ВУ. 


Пусть и—№и,, -= 0 представляеть уравнене нЪкоторой прямой Л С 
(черт. 59), проходящей черезъ точку пересЪчешя разсматриваемыхъ 
прямыхъ. Если черезъ (ту!) обозначимъ координаты любой точки М, 
лежащей на нашей прямой АС, то, подставляя ихъ въ уравнен!е этой 
прямой, получимъ тождество. ОпредЪляя изъ него 1, найдемъ, что 


А, 


черт. 29. 


ро 


гдЪ и и и, представляютъ результать вставки вЪ“ трехчлены и и и 


координать точки 1/. Но мы уже знаемъ, что полученныя ф нами чис- 


чи А . 


ла ии и, равны соотвфственно + ‚ и-+ г гдЪ Ви В, нормирующе 
1 


множители уравней и—0, и:--0, арир: длины перпендикуляровъ, 
опущенныхь изъ точки М на прямыя и -`О ии —0. 


Подставляя вмЪсто ии и: ихъ значеня, получимъ, что 


о: 
| =. ое 
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Но изъ прямоугольныхьъ треугольниковь АМГ и АМК (черт. 59) 
имЪемъ, что 


ГДЪ а И а, углы, составляемые прямой и—1 и, = 0 соотвфтственно съ 


прямыми ий — Оиц, — 0, откуда для 7 получимъ сл5дующее значен:е: 
К па 

= алые в осы ОИ 

ПРЕ: в Е Ио 


Такимъ образомъ, видимъ, что параметрв › пропоршоналень отно- 
шенйо зи’ овё угловь, составляемыхь прямой иг р —=0 соотвьт- 


ственно сь прямыми и = Оци, = 0. ь 
Если уравненя нашихъ прямыхъ и == 0 м == 0 даны въ нор- 
мальной формЪ, т. е. если нормирующше множители В и Е равны 


единицЪ, то 


т. е. нашъ параметръ 1 равенъ въ этомъ случаЪ взятому съ плюсомъ 
или съ минусомъ отношеню з?’овъ упомянутыхъ угловъ. 

Легко замЪфтить, когда величина 2 будеть положительна, а 
когда отрицательна. Въ самомъ дЪлЪ, для вСЪфхь точекъ прямой АС 
имЪемъ тождество й — ди, = 0 или и = #1, слЪдовательно, если 
наша прямая АС лежить въ части плоскости, въ которой знаки трех- 
членовъ ий и и, различны, тогда 4 < 0, если же прямая АС лежитъ въ 
части плоскости, гдЪ знаки этихъ трехчленовъ одинаковы, то д >> 0. 

66. Основываясь на геометрическомъ значени параметра 71, легко 
РЪшить слЪдующую задачу: найта уравнеще биссекторовь прямыхь 


Ахж-- ВУ С=0, —Ал- ВУ Сы 0. 


По самому опредфленю биссекторовъ, углы, составляемые ими 
съ данными прямыми, равны между собою, т. е. «==2,, поэтому изъ 
выражения (78) въ этомъ случа для д получимъ значене 


такимъ образомъ, искомыя уравнен!я биссекторовъ будутъ 
(Ат Ву+ 0) В=(Аж+Ву СВ, 
(АЕ ВунО В=- (Аля ВУНОС, В,. 
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ЗамЪчая, что лЪвыя и правыя части полученныхъь уравненй 
представляютъ лфвыя части уравненйй данныхъ прямыхъ, приведен- 
ныхъь къ нормальной формЪ, приходимъ къ слЪдующему заключеню: 
если уравнешя Овухь прямыхь, приведенныя къ нормальной формь 


будуть - , 
и = 0, м 4 0, 


то уравнешя ихь биссекторовь будуть 


и—Щ Ш = 0. ии — 0. 


Легко видЪть, что первое уравнене представляеть биссекторъ, 
лежацИй въ части плоскости, въ которой трехчлены и и и, имЪють 
одинаковые знаки, а второе биссекторъ, который лежитъ въ части 
плоскости, гдЪ тЪ же трехчлены ‘иМБють разные знаки. 

Для поясненя разсмотримъ частный примфръ: пусть рен 
найти уравненя биссекторовъ прямыхъ 


и 1—0, 21 + Зуб —=0 


въ случаф прямоугольной системы координатъ. 
Въ разсматриваемомъ случаЪ для нормирующихь множителей 
имфемъ значеня: для первой прямой . 


1 
у» 
— 1 
В ы 
ег 


Е = 


для второй 


а, слЪдовательно, искомыя уравнен!я биссекторовъ будутъ 


х—у—1 _ 251316 з-фу-1 ЖЕ Зутб. 
у? ув И Ув 


Если построимъ данныя прямыя и обозначимъ знакомъ плюсъ и 
минусъ. положительныя | отрицательныя полуплоскости трехчленовъ 


и 2х + Зу+6 
и ‘ И 


то увидимъ, что первое уравнен1е представляетъ биссекторъ 21 И, а вто- 
рое биссекторъ С:С (черт. 60). А, А на чертежЪ представляетъ прямую 


&—у—1—0, 
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а В,В прямую 
2 + ЗУ 6 ==0. 


черти. 60. 


67. Въ предыдущемъь изложеши мы уже нЪсколько разъ писали 
уравнене прямой въ вид и = 0, гдЪ подъ буквой и мы подразу- 
мЪвали нЪкоторый трехчленъ 1-й степени. 

Подобное сокращенное обозначене уравненй прямыхъ и вообще 
кривыхъ (послЪднее въ случаф, когда подъ и будемъ подразумЪ вать 
какую угодно функщю отъ Х и у) впервые было введено въ аналити- 
тическую геометрию нЪмецкимь математикомъ Глюккеромь (Рскег 
1801—1868). Благодаря этому сокращенному обозначенню по словамъ 
Плюккера: „формы уравненй являются полнымъ представленемъ 
графическихь построенй; другими словами, уравненя въ этой формЪ 
представляють идеальныя, аналитическими символами начертанныя 
фигуры“. 

Къ сожалЪн объемъ курса не даеть намъ возможности по- 
ближе ознакомиться съ этимъ важнымъ и изящнымъ методомъ. Мы 
ограничимся здЪсь приложенемъ этого метода къ доказательству трехъ 
теоремъ: 1) о пересЪчени биссекторовъ угловъ. треугольника въ одной 
точкЪ; 2) о пересфчени въ одной точкЪ мещанъ его; 3) о пересЪче- 
ни въ одной точкЪ его высотъ. , 

Предварительно, однако, разсмотримъ общую задачу о перес$- 
чени трехъ прямыхъ въ одной точкЪ. | 

Пусть имЪемъ уравненмя трехъ прямыхъ: 


Ах ВУ С =0, 
Ме ВСЕ О, д. ов 
А.ж-+ Ву С, = 0. 
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Какъ извЪстнб, три произвольнын прамыя, пооведенныя ВЪ. 
одной плоскости, вообще говоря, не пересфкаются въ одной точк%. 

Въ этомъ мы можемъ убЪдиться и аналигически, замфчая. что 
три уравненя (79) съ двумя неизвЪстными, вооб.це говоря, не имфютъ 
общихъ рЪшенйй. | 

Выведемъ теперь услов!я, необходимыя для того. чтобы три пря- 
мыя (79) пересЪкались въ одной точкЪ. 

На основани предыдущаго, мы знаемъ. что уравнен!е любой 
прямой, проходящей черезъ точку пересфченя двухъ прямыхьъ (79),. 
напишется ВЪ видЪ 


а (Ах Ву О) ТЗ (А! ВУ НС = 0, .. (80) 


„ГДЪ а и В двЪ постоянныя, не равныя одновременно нулю; по услов1ю, 
третья прямая (79) проходитъ черезъ точку пересЪченя первыхъ 
двухЪъ, значить ся уравнене тоже можеть быть представленно въ 
вилдЪ (80) при н5которыхъ опредЪленныхъ значеняхъ а и 8. 

Но для этихъ значенйй а и 3 уравнеше (80) и третье изъ урав- 
ненй (79) должны представлять одну и ту же прямую, т.е. должны 
быть эквивалентны, а, слЬдовательно, многочлены, стояще в® львыхь 
частяхь этихь уравненй должны отличаться нькоторымь постоян- 
ным множителемъ. - 

Итакъ, если три прямыя (79) пересфкаются въ одной точкЪ, то 
существуетъ такой множитель — 1, для котораго имфемъ тождественно, 
т. е. для всъхь значенй хи у: 


(Ах -- Ву-- 0) В (Аш-- Ву -- Су) = -—т (Лю Ву О.) 
или 
а (Аж т БуУЕ С) +В (Аж ВУ О) -+т (А+ Бу ГО, =0. 


Итакъ, если три прямыя (79) пересъкаются вь одной точкт, то 
существуеть три такихь числа а, В, 1, отличныхь оть нуля, сумма 
‚проийзведенй которыхь на многочлены, стояийе вь ливой части урав- 
ненй (79), тождествённо равна нулю. Такимъ образомъ, существоване 
этихъ, стличныхъ оть нуля. чиселъ а, 3, у является необходимымь 
условемъ при которомъ прямыя (79) пересфкаются въ одной точкъ. 

Покажемъ, что это условие будетъ и достаточнымь. ДЪйствительно, 
пусть имЪфется три, отличныхъ отъ нуля, числа я, 3, 7 такихъ, что 
сумма произведенй ихъ на многочлены, стояние въ лЪвыхъ частяхь 
уравненйй (79), при всфхь значешяхь тиу равна нулю, т. е. для 


АЕ ож Чай 
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которыхъ имфетъ мЪсто тождество 
а(Аж- Ву НС) "Вх + Ви СИТ (Ах + Вы ©. . < 0 
Пусть прямыя 


Аз Ви С=0, — Аж Ви С, =0 


не параллельны и пусть (2%, у) толка пересЪченя этихъ прямыхъ; тогда. 
имъемъ 


= Ле Ви С=0, ао Ву Су 0. 5. (82) 


Такъ какъ ракенство (81, удовлетворяется при всфхъ значеняхь 


(т, у). то подставлья туда я ==, у и принимая во внимане 
(82). получимъ 


и ( 57, В + 2) =9, 


и, такъ какъ, по условйю, у отлично отъ нуля, то имфемъ, что 


. А 5 + Вэу, - ( ы == 0, 
т. е. что прямая 
Ах-Е В+ © = 0 


тоже проходить черезъ точку (т №. 
Если прямыя 


Ак -|- ВУ-Е @-=0: Аж -- Ву-- С: =0 ‚ . (83) 
параллельны, т. е. если 
&: = Ва 
гы 


гдЪ А множитель пропорщюнальнссти, то тождество (81) напишется такъ: 
[де 9) +7 Аа + [В а 8) +1 у + СЯ В ЕСТ = 0, 


а потому, такъ какъ въ немъ всь коэффишенты должны быть равны 
нлю, то слЪдоватсльно, 


А («+ КЗ) 1.4. =0. 

В («+ КЗ) ЕтВ, =0. 

Са-+с, В+ Сл = 0. 
Изьъ первыхъ двухъ соотношенй имБемъ 


А» _ В» 


Зы 
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Откуда ВИДИМЪ, что прямая 
Аз Ву 0 


тоже будеть параллельна пРЯМымъ (83), т. е. пересЪкается съ этими 
прямыми въ одной точкЪ на безконечности. 
Примпрь. Разсмотримъ Три прямыя 


еиы | р “— 9—3 =0, Ре 90 
_ Легко ВИДФТЬ, что если умножимъ 


многочленль д + У-1 на 1, 
многочлень ух 2у — 3 на 1, 


многочлен 9; — У--2 на-- 1 


И сложимъ полученныя произведен, то вл, Результать получимъ 0, 
слЪдовательно, Разсматриваемыя прямыя пересфкаются ВЪ Одной точкф. 
68. Перейдемт теперь къ локазательству теоремъь о пересфчеши 


ВЪ Одной точкъ соотвФтственно: биссекторовъь, межань и ВЫСОТЪ тре- 
Угольника. 


Предва Рительно однако напомнимъ о слЪдующемъ обстоятельств. 


Если Уравнене какой либо прямой, не проходящей Черезь начало 
координатъ, дано ВЪ нормальной формЪ 


1 С05а -|- у с0$ (< — а) ЕЙ. 


То Для трехчлена к 605 а ^усо$ (® — =) —р отрицательной полуплоско- 
стью будеть та, въ которой расположено начало координатъ, такъ 
какль для | 


Ж -=. 0, у === () 


этотъ трехчленъ имЪеть отрицательное значене, равноё Числу — р. 
ПослЪ этого зам чан{я перейдемь къ доказательству нашихъ 
теоремъ и докажемт, прежде всего слЬдующую теорему: биссекторы 


Пусть имЪемъ нЪкоторый ТРеугольникъ А 1 45 М. (черт. 61). 

Допустимъ, что начало координат-ь Находится глф-либо внутри 
треугольника и что уравнен1я его сторонъ даны въ нормальной форм$; 
ПУСТЬ эти уравнен]я будутъ 


\ 


Ш == 0, и. = 0, И; = 0, 


` и + 
Тричемь уравиене стороны, противоположной . Вершин АД, обоз- 
зачимъ черезъь И; = 0. ` 
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И=о 


чер. 61. 


ВслЪдств!е сдфланныхъ нами предположешй, для координатъ точекъ, 
лежащихъ внутри нашего треугольника, всЪ трехчелены и, и., и; имЪ- 
ютъ отрицательныя значеня, т. е. имфють одинъ и тоть же знакъ. 
Поэтому уравнен:я биссекторовъ внутреннихъ угловъ треугольника 
имЪютъь видъ 


И — #,-==0, И — = 0, и. — И = 0. 


Такъ какъ выраженя, стоящя въ лЪвыхЪъ частяхь полученныхъ 
уравненй, въ суммЪ даютъ тождественно нуль, то, по доказанной 
нами раньше теоремЪ, наши прямыя пересВкаются въ одной точк$. 
Такимъ образомъ, теорема доказана. 

Если будемъ разсматривать биссекторъ одного внутренняго угла 
при вершинЪ 4; и двухъ внЪшнихь при вершинахъ 4, и 4. то урав- 
нен!я разсматриваемыхъ биссекторовъ будуть 


И — И. ==0, ии: =0, и и. = 0. 


Если умножимъ выражеше стоящее въ лЪвой части послЪдняго 
уравнен1я на—1 и придадимъ его кь сумм выражен!й, стоящихъ въ 
лЪъвыхЪ частяхъ двухъ первыхъ уравненй, то получимъ тождественно 
нуль, откуда, на основании извЪстной намъ теоремы о пересфчени 
трехъ прямыхъ въ одной точкЪ, имфемъ теорему: биссекторь одного 
изь внутреннихе угловь треугольника и биссекторы двуть внъшнихь 
Угловь, сь нимь несмежныхь, пересъкаются вь одной точкт. 

69. Переходимъ къ доказательству сл5дующей теоремы, а именно, 
что мед аны треугольника пересъкаются в одной точкь. 

По прежнему, предположимъ, что начало координать лежитъ 
гдЪ-либо внутри треугольника и что уравнен1я его сторонъ 


и = 0, из 0, из =0 


И 


даны вЪ нормальной формЪ. Обозначимь черезъ 4, А., А, углы нашего 
треугольника при соотвЪтственныхь вершинахъ (черт. 62). Разсмот- 
римъ медану, соединяющую вершину 4, съ срединой М противопо- 
ложной стороны. и: 


4 


[6] 
< 


И ых 


а, =о0 
черт. 62. . 


Уравнене этой меданы будетъ 


Се И2—& На — , & . з Е : . : . . (84) 
ГД, . 


причемъ а. и а) представляютъ углы, составляемые разсматриваемой 
меданой соотвЪтственно съ прямыми и, -0Ои и. = 0. 
Обращаясь къ треугольникамъ 4; 4; Ми Л, А. М, найдемъ: 


та, т Аз Не” са М 
Л М А ’ та эт А, 


- Перемножая эти два отношеня почленно и замЪчая, что 
А; = А, М найдемъ, что 
та Ш 


т зША, 


Подставляя это значене 1 въ уравневе (84), приведемъ его къ 
виду 
из Ут А» — из Аз =... (85) 


Легко видЪть, что уравнеыя остальных меданъ получимъ 
изъ этого уравнен!я, произведя надъ индексами 1, 2, 3 круговую 
подстановку; такимъ образомъ придемъ.къ уравненямъ 


иззш А; — ии зтА = 0, и 91 41-— Нот 4,:=0 . .. (86) 
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Такъ какъ сумма выражен, стоящихъ въ лфвыхъ частяхъ по- 
лученныхь нами уравненйй (85) и (86), тождественно равна нулю, то 
отсюда заключаемъ, что соотвЪтствуюния этимъ уравненямъ ‚прямыя 
пересфкаются въ одной точкЪ, т. е., что наша теорема справедлива. 

70. Остается показать, что высоты треугольника пересъкаются 


вь одной точкь. 


4. =0 


черт. 63. 


Разсмотримь сначала остроугольный треугольникъ. Пользуясь. 
прежними обозначещями, найдемъ, что уравнене высоты 1,\У будетъ 
таково: 

ЕО: др ао а щи . 8П 
ГДЪ 


(черт. 63); такъ какъ углы 5 и а; служатъ дополневями до 90° уг- 
ловъ 4., Д», то 


т Ве А, зт жа==50$ А», 
слЪдовательно, уравнеше (87) приметъ видъ 
1ь с08 А.— и. с08 А. —0 Зе И (5 
Какъ легко видЪть, уравнен!я другихъ высотъ напишутся такъ: 
из с0$ Аз: с08$ А, 0, 
5 о 9) 


и с0$ 4: 12 с0$ А. =0. 


По сложеши выраженй, стоящихъь въ лфвыхъ частяхъ урав- 
ненй (88) и (89), получимъ тождественно нуль, откуда заключаемъ, 
что наши три высоты пересЪкаются въ одной точкЪ. ^” 
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Въ случаЪ тупоугольнаго треугольника двЪ высоты лежать внЪ 
- треугольника, и, такъ какъ для точекъ плоскости, въ которыхъ лежитъ, 

напр., высота А, М ` (черт. 64), трехчлены и» и из будутъ имФть раз- 
_ ные знаки, именно и. > 0, и; < 0, то въ уравнени высоты 4, М 


АИ О еее ине а } (90) 
‹ параметръ % имфетъ значене 
< . 
ЭМ 92 
ша 
Об. 
а и. ` 
А. =0 
черт. 64. 


т 
Изъ чертежа 64 видно, что 4; = 9 2 иа, = + 45. а потому 


| 


с0$ Ч: . 
соз Д..? 


такимъ образомъ, уравнеше (90} напишется въ вил\ 
и, с05 А, — И: с08 А. = 0, 
т. е. иметь ту же форму, что и въ случа остроугольнаго треу- 
гольника. и 
Такимъ образомъ видимъ, что и въ разсматриваемомъ случа тео- 
рема о пересфчени высотъ треугольника въ одной точкЪ справедлива. 
71. Докажемъ при номощи мстеда сокращенныхъ обозначен! й еще 
одну тсорему. ё | 
Пусть, по прежнему, имфемт  треугольникъ .НЛ.А, уравненя 
сторонъ котораго 
Ш О и, 0, Ц, -=0, 


А. И. НИЗБОРСКЕЙ. АИАШТИЧ. СКОМЕТРТЯ, 
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ы: № 


м›=0 
черт. 65. 


причемъ, по прежнему, предполагаемъ, что уравненя эти приведены 
къ нормальной форм$ и что начало координатъ лежитъ внутри тре- 
угольника. 


Какъ мы уже видЪли въ $ 68, уравненя биссекторовъ внфшнихъ 
угловъ треугольника будутъ 


И + На == 0, 1 ЗЕ и: == 0, [78 + и, = 0. 
Разсмотримъ прямую, уравнеше которой 


ии. = 0. Нее бое ве (91) 


Эта прямая, очевидно, проходить черезъь точку пересфченя 
слЪдующихъ паръ прямыхъ 


1) и: = 0, и› 58 Из — 0, 
2) и. — 0, И: -- И. — 0, 


3) и; ==0, и, + и. = 0. 

Первая пара прямыхъ представляет сторону треугольника 
И; ==0 и биссекторъ внЪшняго угла между двумя другими сторонами, 
вторая пара представляетъ сторону треугольника и. ==0 и биссекторъ 
внЪфшняго угла между двумя другими сторонами, наконецъ, третья 
пара состоитъ изъ стороны треугольника и. ==0 и биссектора внЪш- 
няго угла, образованнаго двумя другими сторонами. 

Такъ какъ точки пересфченя этихъ трехъ пар1ь всф лежать на 
прямой (91), то мы приходимъ къ слфдующей интересной теоремЪ: 
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и: ле 


при точки пересьчешя каждой стороны треугольника сь соотвьт- 
ствующимь биссекторомь внтижяго угла, образованнаго двумя 
Эругими сторонами‚лежать на одной прямой. 

72. Выведемъ теперь уравнен!е прямой въ полярной системЪ 
координатъ. 


черт. 66. 


Пусть имфемъ нЪФкоторую прямую, не проходящую черезъ 
пелюсъ 0. 

Полярныя координаты какой либо точки М этой прямой обозна- 
.чЧимъ черезъ г и ф (черт. 66) такъ, что ОМ-==х и (ОР, ОМ) = +. 

Опустимъ перпендикулярь ОА==р на нашу прямую и обозна-.: 
чимъ черезъ « уголь (ОР, ОА) между полярной осью и перпендику- 
ляромъ О4). 

Изъ соотношеня 


(ОР, ОЛ) | Ол, ОМ) + (ОМ, ОБ) =, 


гдЪ й цфлое число, помня, что(ОМ, ОР) = 9 — (ОР, ОМ) = 2 — в, 
найлемъ 


(01, Ом) ЕЙ Эрх -- ей А Я, 


гдЪ й цВлое число. 
Проектируя ортогонально ломаную (ОМА) на направлеше (ОА) и 
замЪчая, что отр$зокь (ОЛ) замыкающая этой ломаной, найдемъ 


р=г с90$ (2 —а) и 


Это соотношене и представляетъ зависимость между координа- 
тами любой точки прямой, т. е, уравнене прямой въ полярной систем 
координатъ. 
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Найдемъ теперь уравнеше какой-либо прямой, проходящей черезъ 
полюсъ О. ` 

Выберемъ на ней нЪкоторое направлен!е отъ () къ 17 за положительное 
и пусть уголъ (ОР, ОМ} =6©.. 


м, 


черш. 67. 


Обозначимъ черезъ (", 2) полярныя координаты какой-либо точки 
разсматриваемой прямой, причемъ булемъ полагать, что х дивиа соот- 
вътствующаго отрфзка т. е. число положительное или нуль. Нетрудно 
видЪть, что при этомъ предположен!и для точекъ полупрямой ОМ 
будемъ имфть уравнене 


Я = ©,, 


-6. 


а для точекъ полупрямой ОЛ, уравнене 


$=09,-| =. 

Итакъ, для частей ОМ и О2 прямой ММ будемъ имЪфть две 
различныхъ уравненГя. ? 

Если же мы будемъ разсматривать координату ” какъ мпру 
отрфзка, лежащаго на основани 1! М, то тогда для осъжь точекъ прямой 
1. М имъемь одно уравнене ?=©,. Только тогда для части ОМ 
координата т будеть положительной, для части ОМ, — отрицательной, 


О мнимыхъ элементахъ. 


73. Прежде чЪмъ итти дальше, скажемъ нфсколько словъ о вве- 
дент комплексныхъ или, какъ ихъ называютъ иногда, мнимыхъ чи- 
селъ въ аналитическую геометрию. 
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Мы уже видфли (см. $ 21), что могутъ существовать такя урав- 
нен!я, которымъ не удовлетворяютъ никаюя дЪйствительныя значеня 
хи у, напр. уравнене ь 


ПЕ ЕО А, ое . (93) 


Для того, чтобы не нарушался обиий принципъ, что всякому 
уравнению соотвфтствуеть нёкоторая кривая, мы условились говорить, 
что уравнешямъ, подобнымъ уравненю (93), соотвЪтствують мнимыл 
хрипыя. 


Уравнеше (93) удовлетворяется, кактъ нетрудно нидЪть, безчис- 
леннымъ множествомъ мнимыхъ значейй хи у, т. е. значейй вила 
о-в у + Зи, ГДФ а,3, а, 8, дйствительныя числа, а = т 
напримЪръ, значенямн (И 1, 0), (0, /пигиа 

Разъ мы условимся считать уравнен!е, подобное уравнению (93), 
уравненемъ кривой, то естественно условиться всЪ пары значен!й, 
Уловлетворяющихь такому уравненйю, называть координатами точекъ 
этой кривой. Такимъ образомъ, мы приходямъ къ такъ называемымъ 
минлымь  точьамь, т. е. точкамъ, координаты которыхъ комплексныя 
числа вида а -| 8%. 

Само собою разумЪется, что построить эти точки съ мнимыми 
координатами мы нс можемъ, но введеше ихъ представляется необ- 
ходимымъ въ видахъ общности рЬшеня геометрическихл» попросовъ 
при помощи алгебры, въ частности, при помощи методовъ аналити- 
ческой геометр!и. 

Разсмотримъ, нанримЪръ, такой вопросъ: найтн точки переепиеная 
хрун раднува а въ цениромь въ начали координат съ прямой 


А кс, #0 


Уравнене нашего круга будетъ (см. $ 23) 


о и, 


Такъ какъ искомыя точки пересфчен!я—это точки, обиия кругу 
и данной прямой, то координаты ихъ должны удовлетворять обоимъ 
разсматриваемымтъ уравнешямъ (94) и (95), а потому онЪ будутъ 
найдены путемъ рфшеня этихъ уравненйй. 


х 
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Ршая разсматриваемыя уравненя, найдемъ для х и у двЪ пары 
рЬшений: 


НИ 2а? — 12 ь— Иа: № 
т я , и! — а а 
з ь— И2а ь-- И 2а? — в? 
Рут Е ‚ НЙ тот =? 


Значен!я для (хт/) и (2,у-) будутъ дЪйствительны, если 24 — * > 0, 
мнимы, если 242 --12<0, наконецъ, будемъ имЪть д; — и, 9, == /» при 
услови 24? — 6? =0. з 

Когда для (ж,\) и (74) получимъ мнимыя значеня, то тогда 
кругъ (95) и прямая (94) не пересфкаются; когда эти значемя дЪй- 
ствительны и различны, они пересфкаются въ двухъ различныхъ точ- 
кахъ; наконецъ, когда д. ==5т. и ии ==», кругъ и прямая пересЪкаются. 
въ одной точкЪ. Такимъ образомъ, совершенно тождественныя съ ана- 
литической точки зрфн!я задачи приводятъ къ различнымъ результа- 
тамъ въ зависимости отъ числовыхъ значешй коэффищентовъ, входя- 
щихъ въ разсматриваемыя уравненйя. 


Между тЪмъ, если мы условимся ввести въ аналитическую гео- 
метрию мнимыя точки, тогда мы вс полученныя результаты сможемъ 
формулировать однообразно: хругь 2? у? = 4? и прямая т Ру=Ь 
всезда пересъкаются вь двуть точкаль. Замфтимъ, что случай, когда 
21 =, 9: =. тоже будетъ заключаться въ нашей формулировкЪ, если. 
примемъ, что. въ этомъ случаЪ имфемъ двЪ совпадаюния точки пере- 
сЪченя, подобно тому, какъ въ элементарной алгебрЪ считаютъ, что. 
уравненше 2? -{ рх + = 0 имЪфетъ два корня и въ томъ случаЪ, когда 
а — 0; тамъ, какъ извЪстно, тоже говорятъ, что въ этомъ случаЪ 


уравнене имфетъ два равныхь корня. 


ЗамЪтимъ еще, что, вводя вЪ аналитическую геометр!ю мнимыя точки, 
мы будемъ переносить на нихъ опредфленя, введенныя нами для 
дЪйствительныхъ точекъ, такъ, напримфръ, подъ разстоянемъ двухъ 
мнимыхъ точекъ (7,91) и (5, уз) будемъ подразумЪфвать число 


а = У: — + (и — м2, — 2.) (и) соз®, 


ГДЪ « уголъ между координатными осями 
74. Разъ мы введемъ мнимые элементы, то ничто не мЬшаетъ 


намъ разсматривать и такя уравненя, въ которыхъ коэффишенты 
мнимы и условиться называть ихъ уравнемями мнимыхъ кривыхъ. 
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Такъ, напримфръ, будемъ считать уравненйя вида 
(АНА) х-(В- В)у-Н (СН) =0,. .. (96) 


въ которыхъ 4, А,, В, В,, С, С, кавя угодно дЪйствительныя числа, 
а{=У- 1, уравнешями мнимыхв прямыхь. 

Нетрудно видЪть, что на любой мнимой прямой нсегда лежитъ 
ойна дЪйствительная точка; въ самомъ ДЪлЪ, написавши уравнен!е (96) 
въ видЪ 


Ах + Ву--С + (Ае-- Ву -- С, =0, 
видимъ, что ему уловнетворя ть координаты точки пересъченя двухъ 
дъйствительныхь прямыхъь 
Е Аз-- Ву 6=0, 
1% - Ву-- С, = 0. 


Итакъ, будемъ считать уравненями прямыхъ уравненя вида 


а о (97) 
ГДЪ а, В, 1 какя угодно дЪйствительныя или комплексныя числа. 
| в, м 
Будемъ называть число # = — 8 УГловымъ коэффищентомъ 
| 
прямой (97). 5 


Будемъ далЪфе называть {2’омъ угла между двумя прямыми съ 
угловыми коэффищентами т и *; число 


а (т; — т) зш о 
В Тм, (в т) соо? °‘'° (98) 


ГДЪ « уголь между координатными осями. 

Мы скажемъ, что дв мнимыя прямыя параллельны, если ихъ 
угловые коэффищшенты равны, что онЪ нернендикулярны, когда будетъ 
имЪть мЪсто соотношене 


1-Е тии - (в т,) созо =0;... . ... . (99) 


однимъ словомъ, всЪ опредфленя, введенныя нами для дЪйстви- 
тельныхъ прямыхъ, мы перенесемь и на мнимыя прямыя. 

75. Въ видЪ примфра разсмотримъ прямыя, которыя играютъ 
весьма важную роль во многихъ изслфдован!яхъ въ аналитической 
геометр!и и которыя называются изотропными прямыми. 


` 
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Уравнен!я ихъ по отношеню къ прямоугольной систем$ коорди- 
натъ таковы: 


9—6 (и — а), у— 6 — —1(х-—-а).. . . (100) 


Эти двЪ прямыя называются одна по отношенио къ другой сопря- 
женными. 

Относительно ихъ мы можемъ доказать слфдлующую интересную 
теорему: ризетонне цвухь какило-либо точекь, лежащить па нзотронной 
прямой раито пулю. 

Дъйствительно, пусть (1/1), (55,2) дВЪ точки, лежация на ‘одной 
изъ прямыхъ (100), тогда 

и — 6 = 2 (м! — а), 9% — = 1(х.- а}, 


а потому 
= Не... . 00 


но разстояне между точками (71.91), (х-,/з) будетъ 


АУ Ев, 


а потому на основан и (101) имфемъ 


ИРИ Уи етый = 0 


Далфе легко видЪфть, что изотроиная прямая сима къ себь пер- 


пендикулярна. ДЪйствительно, такъ какъ ея угловой коэффищентъ 


и > = к 
равенъ +), то, полагая въ лЪвой части (99) ж = и, = Теи о == о’ 


видимт, что эта лЪвая часть обращается въ 1 - # == 1 — 1, т. е. услоне 
(99) удовлетворено. 

Можно пойти еще дальше и показать, что изотропная прямая 
образуеть сама съ собой какой угодно уголъ; это вытекаетъ изъ 


р 0 
выражен я (98), правая часть котораго обращается въ 0’ когда мы въ 


к 
9: 

ЛалЪе легко показать, что изотропися пряман образует одинъ 
и тоть же уюль со веъми прямыми. 


ней положим м т; —= [ь ®— 


ДъЪйствительно, полагая въ выражени (98) т, = +5 © = - ь 


получимъ 
(ф-т) _ (1-Е) р | 

ЕЕ: = — = Ее Е Е: 
Не? Т- ён ТТ яв = 
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Замфтимъ, что всЪ эти, на первый взглядъ, курьезныя теоремы 
являются слдствыемъ того, что мы понятя о разстоян1яхъ, углахъ, 
перпендикулярности и т. д.. перенесли на новые элементы—мнимые, 
представить себф которые геометрически мы не можемъ. 

Эти новыя опредфленйя и понят!я вводятся для общности и въ 
болЪе сложныхъ вопросахъ аналитической геометрии и играютъ очень и 
очень важную роль 


Уравнен!я высшихъ степеней ‘и трансцендентныя, 
представляющ!йя системы прямыхъ. 


76. Ипогла уравненя высшихъ степеней и трансценлентныя пред: 
ставляютъ прямыя, но, само собою разумЪется, не одну прямую, а 
цвлую ихъ совокупность, или какъ говорятъ, систему -прямыхъ. 

Покажемъ прежде всего, что совокупность нъеколькика ‘прямыхь 
ложно представить однимь уравненемь выешей степени. 

Въ самомъ дДЪлЪ, ссли имЪемъ нфсколько прямыхъ, уравненя 


которыхъ 
р 


ат -- уно =0. аж -- у = 0. . сч [0 Те - 0, . (102) 


то всю совокунность этихъ уравнешй мы можемъ замЪфнить однимъ 
Эконвалентиыме имъ уравненемъ 


Ее, у) = (ах Ру с) (ах Рус)... (аля Роу, )==0. . 1103). 


ПослЪднее уравнен!е представляетъ уравнеше я-ой степени, кото- 
рое мы и можемъ считать уравпенемл» системы прямыхъ (102). 

Наоборотъ, допустимъ, что лЪвая часть нфкотораго уравнен!я 
я-ой степени 


(1) —0 


разлагается на я множителей 1-ой степени относительно ди и съ дДЪй- 
ствительными или мпимыми коэффищентами такъ, что уравнене наше 
можеть быть представлено въ видЪ 


7 (г, у) = (ая уе) (ак у с)... (ах Тб уе, ) == 0. 


ПослБднее уравненше, очевидно, эквивалентно систем уравне- 
шй 1-й степени: - 


ах Е Ву се. =0, ах 1-Е в. =0, ... ая Ву, = 0. 
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Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей теоремЪ: если лвая 
часть нъкоторало уравнешя | (х, у) =0 разлащетея на множители. ли- 


нейные оттосителью хи у то это уравнете представлиеть систелцу 
прямыхлъ. 


Прямыя эти могутъ быть и дЪйствительны, и мнимы. 

Здфсь опять убЪждаемся въ томъ, насколько введене мнимыхъ 
элементовъ упрощаетъ и обобщаетъ результаты. 

Въ`самомъ ДЬлЪ, если бы мы не ввели мнимыхъ прямыхъ, то 
такъ формулировать только что высказанную теорему было-бы нельзя. 
Пришлось бы подсчитать число дЪфйствительныхь множителей въ 
этомъ разложени, выдфлить ихъ и совершенно отбросить мнимые 
множители; но, такъ какъ число дЪйствительныхЪ множителей можетъ 
быть различно. то уравнене и-ой степени, въ которомъ лЪфвая часть 
разложима на множители 1-ой степени, могло бы представить и одну, 
и ДВЪ, и три и т. д. прямыхъ или, наконець, не представляло бы ни 
одной прямой. 

77. Мы укажемъ на одинЪ замфчательный частный случай, въ 
которомъ уравнене п-ой степени 


Ре, и) —= 0 еее (104) 


всегда представляетъ систему прямыхъ. Случай этотъ имфетъ мЪсто, 
когда уравнене ](х, у) =0 однородно, т. е. когда измфрене всфхъ 
его членовъ равно я. . 
Уравнен!е наше можетъ быть написано въ этомъ случаЪ слфдую- 

щимъ образомъ: 

И 

Гу р, Ар 0, 

1—0 

гдЪ А; опредЪленныя числа. 


НЯ 
Вынося за скобки у" и полагая = == а, представимъ наше урав- 


неше въ видЪ 
Г ии 2 


Ё (1, /) = уп ра А; 0... . 05) 


0 
Уравнене 
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какъ уравнене н-ой степени относительно я, иметь корней оу, а», .. - Я 
дфйствительныхъь или мнимыхъ, и, какъ. извЪстно изъ алгебры, 
можетъ быть представлепо въ видЪ 


Ая (а—01) (а) ... (&—я,} = 0. 


Умножая здЪсь всЪ множители на у и помня, что ау =, напи- 
шемъ уравнене (105) въ видЪ 


1 (2,9) = А(х— у) (&— 95)... и — ву = 0, 


откуда заключаемъ, что разсмазриваемос уравнене представляетъ 
совокупность ® прямыхъ, проходящихъ черезь начало координатъ. 
Итакъ: однородное уравнеме п-ой степени } (%, 11) =0 066294 прод- 
‘ставляеть систему п дъиствителоныхь или мнимоьхть  прялиыте, протодя- 
аците черезь начало координить. 
78. Точно такъ же нетрудно показать, что всякое уравнене вида 


й ее] 0, И: 


гдЪ / (2) какая-нибудь алгебраическая или трансцендентная функщя 
съ постоянными коэффищшентами, обращающаяся для нфкоторыхъ зна- 
чей 2 въ нуль, и гдЪ а, 6, в а, 6, < постоянныя, представляетъь 
систему прямыхъ. 


Въ самомъ дЪлЪ, полагая 

%- : 

Е в 
ара РЯ 


напишемъ уравнен!е (106) въ видЪ 


7 (2) =0; 


рЪшая его, получимъ конечное или безкопечное число корней, дЪй- 
ствительныхъ ИЛИ мнимыхъ 


#— а, а 8-9... # 
подставляя эти значення 2 въ выражеше (107), получимъ рядъ урав- 
ненй 


аа: -- бу с иж |- бу Ре 


а = — = о .. 
а Е и Не, ь жи Не, | 


совокупность которыхъ эквивалентна уравнен!ю (106). ВсЪ послЪдшя 
уравненйя представляютъ прямыя, дЪйствительныя или мнимыя. 
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79. Положимъ, что имфемъ уравнене вида 


и И 


гдЪ | однородный многочлень я-ой степени относительно ц, х, при- 
чемъ и и г представляютъ слЪдующе многочлены относительно хи 9: 


и = ах Ру е, в— ия + у е.. 
Уравнеше (108), какъ мы видЪфли только что, можно написать 


такъ: 
Е (и ,г) ==Ан (иг) (п— 9.6)... (и #г) == 0, 


ГДЪ ви, а, ... 9, нЪкоторыя дЪйствительныя или комплексныя по- 
СТОЯнНыЫЯ. 
Подставляя вмЪсто ниг ихь значешя, видимъ, что уравненше 


Г [ак уе я бус] = 0 
можетъ быть замфнено я уравнениями 1-ой степени относительно 
си у, именно 
че бу Тое--э (ам Рус) =0, 
ао ру не — 9. (ат и в) =0, 


Ч Роу Не - (ши + Бу #1) == 0, 


т. е. представляетъ систему п прямыхъ. 
| Какъ нетрудно видФть, всЪ эти прямыя проходятъ черезъ точку 
пересфчешя прямыхъ 


пк + фу с =0, их Е у с, = 0. 


Итакъ: всякое алюбраическое уравнеше ^п-ой степени, однородное 
относительно дву мноочленовь нервой степени 


их ву Ес, иж Е рУ-е, 


представляеть сислиелц п прялыль, протодящихь черезь иьготорую постони- . 
ную точку. 
Напримфръ, уравненше 


А (т— 2) + В (1—2) 9-Э-+-О(у— 3) =0 
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представляетъь уравнение 2-й степени, однородное относительно много- 
членовъ (2—9) и (у-в), а потому представляеть пару прямыхъ, про- 


ходящихъ черезъ точку (я, В). 

80. Приведемъ еще примЪфръ трансцендентиаго уравнен1я, пред- 
ставляющаго систему прямыхъ, 
| Разсмотримъ, напримЪръ, транцендентное уравнен!с 


— 


111 2 = 058 И. 
ЗамЪчая, что 


3 


С05 / = 51 о — ,) з 


напишемъ послЗднее уравнеше въ видЪ 
е В т 
УИ — п й — ,) 20, 


или по изв$стнымъ формуламъ тригонометри, 


роз (4+) $ ее 1) о.... (09) 


Такъ какъ рЬшенемъ уравненя 
ша == 0 


служитъ х--й=, гдЪ й какос угодно цфлое, положительное или отри. 

цательное, число или нуль, а рьшенемъ уравнешя с0$ *-=0 служить 
т 

Е р Кг, ДБ К тоже какое- угодно цфлое, положительное или 


отрицательное число или пуль, то уравнене (109), или, что то же, 
уравнене эт х` -с0$ у эквивалентно системЪ 


у, к | 
$) Тао "И НГ 
ШУ = 
>. о — д- №. (# в... оц сы... са) . 
Первыя прямыя представляютъ систему прямыхъ, нараллельныхъ 


биссектору осей координатъ, лежащему въ первомъ и третьемъ углЪ, 
„Торыя—-параллельны другому биссектору. 
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81. Разсмотримь еще одинъ интересный примЪфръ. Возьмемъ 
уравненя двухъ изотроиныхъ сопряженныхъь прямыхъ, проходящихъ 
черезъ дЪйствительную точку (и, 5). 

Уравненйя ихъ по отношенио къ прямоугольнымъ координатамъ 
будуть ($ 75) 


ИФ (х — а), ИВ — фах —а), 
а потому уравнене совокупности этихъ прямыхъ таксво: 


[и — 6-1 (п— а). и-Ь+Е (х —а)| =0 
или 


ГЛАВА У. 
Кругъ. 


82. Въ $ 23 мы вывели уравнен!е круга въ Декартовыхъ коорди- 
натахф, исходя изъ опредЪленя его, какъ геометрическаго мЪста 
точекъ. равноудаленныхъ отъ нфкоторой данной точки. 

Если уголъ между осями координатъ равенъ ®, координаты 
центра круга (аб) и рамусь круга равенъ х, то уравнене круга 
будетъ 


(п — а) р (уф 2 иф и) (у — 2) с05® — № -—=0. . (110) 


Мы видимъ, что уравнеше это 2-ой степени. Является теперь 
вопросъ, при какихъ услошяхъ общее уравнене 2-й степени относи- 
тельно Декартовыхъ координатъ будетгь представлять уравнене круга. 

Предположимъ, что уразнене 2-ой степени 


. 


Аз 2Вту + (у? ОР + 2Еу НЕ —0..... (111) 


представляетъ кругъ. 
Если координаты центра этого круга будутъ (и,5), а радлусь его 
”, то уравнеше его можетъ быть представлено въ вид уравненя (110). 
Такъ какъ уравненя (111) и (110) представляютъ, по условию, 
одну и ту же кривую, то они должны быть эквивалентны, а это будетъ 
имфть мЪсто тогда, когда ихъ коэффищенты будутъ пропорщональны. 
Замфчая, что по раскрыт скобокъ уравнене (110) приметъ видъ 


2 + 2тусозь-| у? . 2 (а-+6с08 ®) &-—2 (6 Расозо) у Ра? + 
50 Рай с08 ® — #2 —=0,...,... . (112) 


` 


напишемъ условя эквивалентности уравненй (112) и (111) въ видЪ 


р В ..® — р | ь. Г ... 
1 `` 508% 1 --(@ [6503 «) ^—(6 асов) 
Е 


ава Роибсозы ттт. (113) 
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Отсюда прежде всего имъемъ условя 
А=С, В=А со, эпу а: О} 


Такъ какъ эти услошя не зависять пи отъ величины радуса, ни 
ОТЪ координать центра круга, то они представляютъ необходимыя ус- 
ловя, налагаемыя на коэффищенты уравнен!я 2-й степени, при кото- 
рыхъ это уравнене представляетъ кругъ. 

Замфтимъ, что коэффишенть 4 не можеть равняться нулю, ибо. 
въ противномъ случаЪ и коэффищенты. Си В были бы равны нулю, 
а тогда уравнеше (111) представляло бы уравнеше 1-Й степени. 

Покажемъ теперь, что условя (114) и достаточны для того, чтобы 
уравнене (111) представляло кругъ. Для этого достаточно показать, 
что при выполненНи ихъ изъ условй (113) найдемъ вполн\ опре- 
дЪленныя значен]я для координатъ центра (а, 6) и для радгуса 7. 

‚ Обращаясь къ условямъ (113), имемь 


= ы 
у 


4) Е 
а |-6с0$ ®:—= — г ‚5 -Ра с08 ® — — [4* 2? 22+ 24, с0$ ® —я2 — я . (115) 


РЪшая первыя два уравненя относительно а и 2, найдемъ для 
нихЪ слЬдуюця конечныя и опред$ленныя значен!я: 


__ 505% — Б а 17 соо — № 
Ве а Аи ^ 

Подставляя эти значеня аи в въ послфднее изъ уравненй (115} 
опредфлимъ изъ него х2. . 

Такимъ образомъ, наше положене о достаточности условий (111). 
доказано. | 

Замфтимъ, что для 41° можемъ получить либо положительное, 
либо отрицательное, либо нулевое значенге. 

Въ первомъ случаЪ число г дЪйствительно, и, слЪдовательно, мы 
будемъ имЪть иЪкоторый дЪйствительный кругъ; во второмъ г будетъ 
мнимымъ; легко видфть, что въ этомъ случаЪ уравнене (110) не 
будеть удовлетворяться. никакими дЪйствительными значешями ги у, 
т. е. нашъ кругъ будеть мнимымъ, 

Въ самомъ ДЪлЪ, для всхь дЪйствительныхъ' значенй хиу 
имфемъ неравенство- | 


(ха) -Е созо (у 4%) |2 = 0, 


или 
о арт (у) +2 (5 —и) (и- 6) соз® = зи о (и) =0.. . (116 
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и, такъ какъь по нашему предположеню < 0, то въ лЬвой части 
уравнен1я (110) имфемъ сумму двухъ положительныхъь чиселъ, кото- 
рая въ нуль обратиться не можеть. 
Наконецъ, если +? —0, то имЪемъ кругь нулевого радуса. Легко 
показать, что единственныя дЪйствительныя значеня, удовлетворяюния 
уравнен!ю 


4 РИ — 5-Е 2% — а) 9—6) с0ве=0,. .. (117) 


таковы: х==и и у=, другими словами, что нашь кругъ превратится 
при этомъ въ точку. 

Въ самомъ дЪлЪ, подобно неравенству (116), имЪемъ еще нера- 
венство 


не а) (у — 6-9 — а) (и— 6) с05 ® = $12 о (д — @)? — 0, 


имфющее мЪсто для дЪйствительныхь значенй х и у. Принимая во 
внимане уравнене (117), приведемъ эти неравенства къ виду, 


0 = $ (у—)?, 0 = чт? о (х — а}. 


Такъ какъ для дЪйствительныхъ значенй ти знаки неравен- 
‚ства здЪсь исключаются, то отсюда заключаемъ, что единственными 
значемями хи у, удовлетворяющими послфднимъ условямъ, булуть 
х—=аиу—6. 


® 


Если оси координатъ прямоугольны, т. е. уголъ ® — 5 › то условя 


(114), необходимыя и достаточныя для того, чтобы уравнене (111) было 
уравненемъ круга, примутъ слБдующую форму: 


ре а о 


Такимъ образомъ, для этою, чтобы уравнено 2-й стенени въ прямо- 
Злольныхь координатать представляло ираль, необходимо и достаточно, чтобы 
въ немь коэффищенты при д? и У были равны между собою и чтобы члень 
гь произведетемь ху отсутствоваль. 

Замфтимъ опять, что, если бы мы не ввели мнимыхъ кривыхъ, 
мы не могли бы въ такой общей формЪ дать нашу теорему, ибо 
пришлось бы вводить услов!е; что ”*, опредфленное изъ уравненйй 
‚ (115), положительно. 

83. Чтобы найти координаты центра и радусь круга въ случав 
прямоугольной системы координатъ, можно поступить сл5Бдующимъ 
образомъ. . 


< 


А. И. ИПЕБОРСКШ. АПАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРНЕ 9 
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Напишемъ уравнене круга въ видЪ 
2) 2Е Г 
и -|- "-- Е. т Е р 
О ЦО 


и дополнимъ до полныхъ квадратовъ члены, содержание координаты 
№ 
И д?” 


Такимъ образомъ, уравнеше наше приведется къ виду 


Уз Е 
(+) + (2+2) д 


г, 9, для чего прибавимъ и вычтемъ по 


А ЛЗ 


Сравнивая это уравнен!е съ общимъ уравненемъ круга въ прямо- 
угольной системЪ координатъ 
(ео (уп =0, 
находимъ, что 
р Е И И 
об 


Отсюда легко видЪфть, что кругъ нашъ будетъ дфйствительнымъ, 
мнимымъ или кругомъ нулевого радуса въ зависимости оть того, 
какое изъ условуй 


Е -+1*— КА 0, Е? + [*— ЕАО, + 1-- ЕА=0 
будетъ выполнено. 


Интересно отмЪтить, что. когда 


Е?-- *—РГА 
а — 0, 

4? 
т. е. когда имфемъ кругъ нулевого радуса, то уравнен!е его прини- 
маетъ видъ 


(#—а)? + (9—5) = 0. 


Но это уравнене мы уже встр$чали въ & 81: оно предс‚авляло 
пару изотропныхъ сопряженныхъ прямыхъ. 

ДЪло въ томъ, что разсматривая полученное уравнен!е только 
для дЪйствительныхъ значенй х, у, видимъ, что оно удовлетворяется 
только значешями х==а, и=6. 
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Но, если мы будемъ разсматривать его и для комплексныхъ 
значен1й координатъ, "то оно удовлетворится всВми значен!ями, удовле- 
творяющими одному изъ уравнен!й 


У—6= (5— в), = — 6 (а). 


84. ЗамЪтимъ, что общее уравнен1е круга можетъ быть написано 
ВЪ ВИДЪ 


27 | 2пу соборе 2Ку-Р= 0; 


оно заключаетъ три произвольныхъ коэффищента 27), 22, Ка потому для 
опредВлен!я круга необходимо задать три услов!я  результатъ, извЪст- 
ный изъ элементарной геометрии. 

85. Разсмотримъ еще интересный вопросъ о томъ, что станется 
съ уравненмемъ круга, когда въ немъ коэффищенть Л стремится къ 
нулю. 

Для простоты возьмемъ уравнене круга въ прямоугольныхъ 
координатахъ, т. е. въ видЪ 


Пет) =0..... (119) 


координаты его центра, какъ мы только что ВиИДЪлИ, таковы: 


р на СОЯ 
ое с И, 
а квадратъ радуса 
3:2 ре Е ый 1 
Ш. А . ‹ . . В . . (121) 


Отсюда прежде всего заключаемъ, что когда А стремится къ 0, 
то уравнеше (119) въ предфлЪ обращается въ уравнен!е прямой 


с д и 


кромЪ того, если не равны одновременно нулю Р и Е, то, по крайней 
мЬрЪ, одно изъ чиселъ а, 6 стремится къ безконечности точно такъ 
же, какъ и В; замфтимъ еще, что при всякомъ измфнени 4, числа 
(а, 6), какъ это видно изъ (120), удовлетворяютъ соотношеню 
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слфдовательно, когда центръ стремится къ безконечности, онъ посто- 
янно находится на прямой ь 


Ев — Ру== 0, и. . (93 


перпендикулярной къ прямой (122). 

Итакъ, при предположении, что А стремится къ нулю, нашу прямую 
(122) можемъ разсматривать какъ кругъ съ безконечнымъ радусомъ. 
и съ центромъ въ безконечно-удаленной точкф прямой (123). Ратусы 
этого круга будутъ параллельны этой прямой. 

Если бы нашъ кругъ имЪлъ центръ въ началЪ координатъ, т. е.- 
если бы его уравнене было 


А (РУ Е=0, 


гдЪ Готлично отъ нуля, то въ предфлЪ, когда А будетъ стремиться къ 
нулю, это уравнене обратится въ уравнене 


4 ==0; 


а это уравнене безконечно удаленной прямой ($ 51). 
_ Итакъ, эту прямую мы можемъ тоже разсматривать какъ кругъ. 
безконечнаго радйуса. р 
Такимъ образомъ, мы опять убфждаемся въ возможности пред- 
ставлять себЪ прямую какъ замкнутую кривую (см. $ 19). 
86. Рьшимь теперь слЪдующую задачу: найти координаты 
точекь пересъченя прямой 


у—=тУя . А м шо ее 2994) 
сз круюме 


2? 25 у сою РУ Ая-+Ву+С=0 . .. . . (125) 


Такъ какъ координаты искомыхъ точекъ пересфченя прямой съ 
кругомъ должны одновременно удовлетворять и уравненю прямой 
(124), и уравненйю круга (125), то для отысканя ихъ намъ стоитъ 
только совместно ршить уравненя (124) и (125). Для этого подстав- 
ляемъ въ уравненше (125) значене у, опредЪленное изъ (124); тогда 
получимъ уравнеше 2-ой степени относительно х вида 


27 -- 24 (та + п) сов о -- (вы -Ё п -- Ах + В(тг Ёп) + С= 0, 
которое сокращенно напишемъ такъ: 


Ра О-В... .. (196 
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Какъ извЪстно, уравнене 2-й степени имЪетъ два ръшеня, дфй- 
ствительныя, различныя или равныя, или же мнимыя, откуда заклю- 
чаемъ, что точекъ пересВченя прямой съ кругомъ всегда двЪ, при- 
чемъ эти точки могутъь быть дйствительными, различными или сов- 
падающими, или мнимыми. Мнимыми онъ будутъ тогда, когда пря- 
‚мая съ кругомъ въ дфйствительности не пересфкаются. При равныхъ 
корняхъ нашего уравненя точки пересЪчен!я сольются въ одну точку 
касания, и сфкущая прямая станетъ касательной. 

87. Переходимь къ р»шеню слфдующей задачи: найти уеловя 
хасаня прямой. 


У —= их {тп 
и “риа (125). 


Въ этомъ случаЪ, какь мы видфли, корни уравнен!я (126) должны 
быть равны, а изъ твор!и квадратныхъ уравнен!й извЪфстно, что корни 
квадратнаго уравнен!я 


Ра 0х В=0 
будутъ равными при услови, что 


(2 — 4РВ — 0. 


Такимъ образомъ, посл лнее услове и есть искомое услове каса- 
н1я круга и прямой. 


Это услоше представляеть нЪкоторую зависимость между коэф- 
фищентами уравнен!я круга и коэффишентами ж ил уравненя пря- 
мой. Если изъ послфднихь коэффищентовь одинъ данъ, то другой 
опред$лится изъ этого услов!я; такъ, наприм., если заданъ коэффи- 
щенть т, то мы опредфлимъ отсюда коэффищенть и. Но, задавая 
коэффишентъ т, мы задаемъ направлен прямой, слЪдовательно, 
только что указанный случай приводить къ рЬышенйо слЪдующей 
задачи: найти касательицио къ данному жруну, проведенную параллельно 
эькоторому направленгю. 


88. Дань крузь 


(т—а)? | (ув -- 2(2—а) (у) со ® — 22 = 0; 


найти уравнеше касательной къ этому крупу в. данной ею точкь (21, и). 
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зчерт. 67. 


Вспоминая, что касательной мы называемъ предЪльное положе- 
ве сфкущей при неограниченномъ приближен точекъ пересфченя 
ея съ кругомъ къ совпадению, можемъ ршить нашу задачу слЪфдую- 
щимъ образомъ. 

Уравнене сЪкущей (черт. 67), проходящей черезъ точки (2, и), 
(2, у-), лежация на кругЪ, таково: 


х— 1! У 
Я — 5 и —м’ 


откуда 


По опредЪлен!ю касательной уравнен!е ея будетъ 


у— и = Ит ры (х — *,). 


Я —. 


^. Я: 
У.—! 
. :) М - #3 
Чтобы найти предЪлъ отношен!я =. __ а,’ ПОоСтупимъ слЪдующимъ 
м --т, 


образомъ. 
Такъ какъ точки (11,1), (55, уз) лежать на кругЪ, то, подставляя 
ихъ координаты въ уравнене круга, получимъ два такихъ тождества: 


- (ва) (у За; а) (у—6) сов — = 0, 
со 


(1 — а) (и, —-Б) 2 —а) (и 5) созо — 7—0. 
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Вычитая изъ второго изъ этихъ тождествъ первое, получимъ 


тождество 
(и +2, —2а) (21 —я.) + (и + /^—25) (и) + 08 
| 2 Гмеко) ТЕТ — а! — В. — 58 + ау, + 6." —8() : (1 ) 


Прибавляя и вычитая въ коэффищентЪ при соб произведене 
1)» И замЪчая, что 
` (или -. ду Ех — 72) — =: (у - уз) Ну (71 — 2), 
преобразуемъ этоть коэффищеитъ слёдующимъ образомъ: 
(чи — вм у, вуз + = (и — м) Ву, (1-х .) — 
--@ (У — 9) бт —х, 2} == (т, — а) (у, — 7) 4 (45 — 6) (71 — хи; 


если теперь подставимъ полученное выражене въ тождество (128), то 
получимъ 
(аж, — 24) (м, — г.) и Ту. -— 20) би — и, + 
2 250$ ® (11 --а) (и у, ) 1-2 с05 ® (у. — 1) (1 — и. „) — 0. . (129) 


Разсматривая теперь тождество (129). видимъ, что’ оно однородно 
относительно разностей (2, — 2.) и (и! — 9). Поэтому, опредБляя изъ 


него и г и переходя къ предЪлу, получимъ 
1 — 12 
Ши и— м п" + 7, — 2а) +- 2сово (0) _ 
хх, — д Е. о С05о (ж- —ч) ет (и - у.— т 
7 т т 


[д + совы (и 
[сов о (аа) (и, 6) 


Итакъ, уравнёне касательной въ точкЪ (11,/,) круга будеть 
(х—=) ша) 05 ® (ив) (уф) [(и\—6) + соз® (=,—а)| == 0. 


Прибавляя и вычитая по а въ выражении (2—4!) и прибавляя и 
вычитая по Ь въ выражеши (у—9}, можемъ представить послЪднее 
уравненше такимъ образомъ: 


[2 а— (я, —а)] [#1 а-созо (и—в)] + 
+ [и— 6Ы—(и—6)] [(1—6) + соо (2,—а)] = 0, 
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или еще: 


(1—@) [1 —а-{ созо (у,—6)] + (у) [и—6 + созе («1 —а)| — 
— (#1 а) — (у, —5) — 2'х:-- а) (у'—6) с08® — 0. 
Такъ какъ точка (ту) лежитъ на кругЪ, то совокупность по- 


слЪднихъ трехъ членовъ равна- 7”, а потому уравнене касательной 
напишется въ окончательной формЪ слфдующимъ образомъ: 


(— а) (е-—а) + с08 (у. 6)] + (5) (1—6)  соз® (2, —-а)]-—=0. (130) 


Въ прямоугольной системЪ координатъ, когда о == р ‚ ПослЪднее 
уравнеше приметъ слЪдующую форму: 
(1—@а) (ила) т (и-5) (и в—=0.. . . (131) 


89. Мы рЪшили только что задачу о проведении касательной къ 
кругу въ данной точкЪ, лежащей на немъ. 

Рышимъ теперь такую задачу: провести касательную къ круу изв 
визышией точки М (ту, ). 

Для простоты вычисленй рЬшимъ эту задачу въ прямоуголь- 
ныхъ координатахъ. 

Пусть уравневе даннаго круга будетъ 


(та) + (у 6 =. 
Задачу нашу можно рЪфшить слЪдующимъ образомъ: напишемъ 


уравнене какой-либо прямой, проходящей черезъ точку М (ху), 
именно 


9—1 = (х—1) А 


черт. 68. 
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и опред$лимъ коэффишенть т изъ условя касаня нашей прямой съ 
кругомъ, какъ это мы дфлали раньше. 


Можно эту же задачу рёшить нфсколько иначе. 
Пусть (х„у) точка касан касательной къ кругу, проведенной 


черезъ точку (51,5). Уравнене этой касательной должно быть, какъ 
мы видЪли раньше, вида 


(в—а) (ва) Рив) (и #0... ... (39) 


Услове. что точка (и) лежитъ на кругЪ, очевидно, напишется 
слфдующимъ образомъ: 


(и,— п) (и 0—0; .,.. . (133) 


что же касается услоНя, что касательная (132) проходитъ черезъ 
точку 1Ё (1,91), то ОНО таково: 


(=: а) (— а) в: (и!—2) (им ь) ВЮ . в (134) 


Если теперь обратимъ вниман!е на условя (133) и (134), то легко 
замфтимъ, что координаты (хи) точки касавя № (черт. 68) каса- 


тельной, проходящей черезъ точку М (ть и}, представляютъ ршеня 
уравнен!й ` 


(хо а -- (ув =0, 
(2— и) (и) + (6) (и В—в=0. 


Первое изъ этихъ уравненй представляеть уравнеше нашего 
круга; что касается 2-го, то оно представляеть уравнене нёкоторой 
прямой. 

Рьшеше этихъ уравненй дасть намъ двЪ пары значешй (ль, и) 
(”'., у’), соотвЪтствующихь точкамъ касаня двухЪъ касательныхъ, про- 
веденныхь черезъ точку М (ж,1:); точки эти могутъ быть дЪйстви- 
тельными или мнимыми. 

Прямая, пересфченя которой съ кругомъ представляютъ точки 
касаня  разсматриваемыхъ касательныхъ, носитъ назване поляры 
точки (21,9) относительно даннало кра. 

Точка (хьу,) въ свою очередь носитъ назвае полюса прямой 


(и а) (фа) 4 (у) (и 5) —т=0. 


Если полюсъ (2,у:) находится на кругЪ, то послфднее уравненше 
представляеть уравнеше касательной, проведенной въ этой точкЪ: 
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отсюда заключаемъ, ЧТО полюбомь касательной служить точка кава- 
ил, и что поллрой точки, лежелцей на приуиь, служить касательная 
кг круцу, проведенная въ этой точь. 

90. Остановимся на двухъ интересныхъ свойствахъ поляры. 

Покажемъ прежде всего, что прямая, соединлющая полюсь вы 
нентромь (в, Ъ) пруш, перпендикулярна кБ ео полярь. | 

Въ самомъ дЪлЪ, уравненше этой прямой, какъ прямой, прохо- 
дящей черезъ двЪ точки (21, у!) и (а, р), будетъ 


ЗамЪчая, что угловой коэффищентъ и этой прямой равенъ 


+ р 


я —а’ 


а угловой коэффишентъ ж, поляры равенъ 


видимъ, что они удовлетворяютъ условю 
- тти +1=0, 


т. е. условю перпендикулярности. 

Легко видфть, что отсюда, непосредственно вытекаетъ извЪстная 
теорема о перпендикулярности касательной и радуса, проведеннаго 
въ точку касания. 

Перейдемъ къ выводу 9-го свойства поляры. Найдемъ разстояне 
центра круга отъ поляры. Для этого нужно привести уравнен!е поля- 
ры къ нормальной формЪ и въ многочленъ. представляющий лЪвую 
часть его, вставить вмЪсто х и у координаты центра, т. е. в и 6. 

'Нормирующимъ множителемъ уравненя поляры будетъ, очевидно, 
число 


1 
И и 
а, потому искомое разстояше { будетъ 


12 


== 
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Знаменатель этого выражения, какъ Е видфть, пред- 
ставляетъ разстояне точки (1/1) отъ точки (и, №}, т.е с. разстояне полюса 
отъ центра. Обозначивъ это разстояне черезъ 4, напишемъ послЪфднее 
соотношене такимъ образомъ: 


МИ, дос. с: 8 


Отсюда видимъ, что для каждаго круга произведене изъ раз- 
стоявшй центра до полюса и поляры величина постоянная, равная квад- 
рату радтуса. 

Изъ соотношения (135) заключаемъ, что когда (> г, тогда |<т 
и, наоборотъ, при 4 <. г число 1:> т, т. е. войа нолиеъь ложить вт крупа, 
ею поляра переськаеть круз, и кои омь лежеить виутри гр уга, ею поляра 
вру нс переськаеть. 

Когда 4 стремится къ пулю, { стремится къ безконечности, т. е. 
нешпрь предсетавляеть полюсь прямой, лежащей на безконсиности. 

Наоборотъ, если (о стремится къ безконечности, [ стремится 
къ нулю; но, когда 1==0, то прямая, представляющая поляру, проходить 
черезъ центръ круга, т. е. обращается въ даметръ его, а потому 
п0.41060.45 Оаметра яр лвляется точка на бозконечносити, 

91. Подобно тому, какъ мы изслфдовали геометрическое значеше 
трехчлена Ах -|- Ву О для координатъ любой гочки плоскости, из- 
слфдуемъ теперь геометрическое значене выраженя 


Е — (#— а)" (у—6)? 1 2(2—а) (у—) соз о — 1, 


представляющаго лЪвую часть уравнен!я круга. 

Если въ послфднее выражене подставимъ коорлинаты („, и} 
нЪкоторой точки плоскости, то числовое его значеше Е будетъ 
равно нулю только тогда, когда наша точка лежитъ на кругЪ 


(ха (и б- х—а) (у 5) со = 0,... (136}. 


и будетъ отлично отъ нуля въ противномъ случаЪ. 
Если теперь вспомнимъ, что выражене 


Гар (у) (Фа) (у) 05 


представляетъь квадратъ длины отрЪзка ЛС (черт. 69) между данной 
точкой М (ху) и центромъ круга С (а5), то Е выразится слфдую- 
щимъ образомъ: 


Е— МС? — *—=(МО-++) (Мб—"). ... (137Ъ 
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` 
ЗамЪфчая теперь, что отрфзки 


МО»,  МС— + 


МЫ, У) 


черт. 69, 


представляютъ ничто иное, какъ отрёзки МА и В. мы отсюда за- 
ключаемъ, и»о числовое значеше выражентя 


Ё = (х—а- (у —6/ + 2(х—а) (И—6) с0$ о— 2 


для координать линой точки ПГ плоскости представлять произведене 
„Овухь отрузковь сьъкущей, проходящей черезь данную точку, импющихь 
начало в5 зпочкь ПГ, а концы, цъ очкажь пересъьченя съкущей сз круюмь. 

Это число называется слзепенью точки М относительно дазиипо круз. 

Въ случаЪ, если точка находится внутри круга, длина МС мень- 
ше 7’, а, сл довательно, число Е отрицательно; это и должно быть, 
такъ какъ въ этомъ случав отрфзки МА и МВ направлены въ 
противоположныя стороны. 

Если же точка 1/ лежитъ вн круга, то МС >> г, а, сльдовательно 
и Е >> 0. 

Итакъ, видимъ, что степени точекъ, лежащихь вн круга (136) 
положительны, степени же точекъ, лежащихъ внутри его, отрицательны; 
другими словами, ршен:ями неравенства 


. (ха? (и (ва) (У—В) созо— 20 


служатъ координаты точекъ, лежащихъ внЪ круга, а рёшешями не- 
равенства 


(у) у) св  <0 


<лужатъ координаты точекъ, лежащихъ внутри его. 
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Если точка М лежитъ внЪъ круга, то числу № можно дать еще. 
другое геометрическое значеше. Въ самомъ дЪлЪ. проведемъ изъ точки 
М касательную- 1. къ нашему кругу (черт. 69). 

Изъ прямоугольнаго треугольника Л/АС имфемъ 


М № — МС — С№ —= МС м. 
Сравнивая это выражене съ выраженемъ (137), видимъ, что 
В = М, 


откуда заклиючаемъ, что числовое оначеше выражешя, представляющаль 
ипвую часть уравненая (136) КРИ, для, моодинатть точьы Ш лежа- 
щей вп ею, представляеть квадрата отризка касатольюй оть точки 
Л 90 точки кавсчия. 

Длину этого отрЪзка называють иногда длиной касательной, 
проведенной изь точки М. | 

92. Разсмотримъ теперь задачу о пересЪчен!и двухъ круговъ. 

Пусть намъ даны лва круга съ уравнешями 


27 -|- ху с0$ в -- у? -- Аж-- ВУ-С= 0, 
2? -|- 2ху с0$ ® -|- у?-|- ЛЖ ВУ С, = 0. 


Чтобы найти координаты точекъ пересЪченя этихъ круговъ, мы 
должны рЪшить совмЪфстно эти два уравненя. Обозначимъ для крат- 
кости черезъь Е и №, лЬвыя части этихъ уравнений. 

Изъ общей теори уравненй знаемъ, что систему уравненй 


Е = 0, Е — 0, 


всегда можемъ замфнить (системой эквивалентныхъ имъ уравнений. 
Замфнимъ нашу систему эквивалентной сей системой 


Е—0, Е—Ф А, = 0. 


Если обратимся къ послфднему уравнен!ю, то увидимъ, что оно 
представляетъ уравнеше 1-й степени 


В— К (Афа 4 у(В-В) С 6-0... .. (138) 


Это уравненше представляеть нфкоторую прямую, носящую на- 
зван!е радикальной оси даиныль круговь. 

Такимъ образомъ, задача о нахожден!и точекъ пересфчен!я двухъ 
круговъ сводится къ нахожден!ю точекъ пересфчен1я одного изъ кру- 
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говъ съ радикальной осью. Отсюда заключаемъ, что точекъ пересфче- 
ня двухъ круговъ будетъ двЪ. Точки эти могутъ быть дЪйствитель- 
ными, различными или совпадающими, и мнимыми. 

Въ первомъ случаф круги пересЪкаются, во второмъ касаются, 
а въ третьемъ. вообще говоря, не имфють общихъ точекъ. 

Во всЪфхъ этихъ случаяхъ, какЪ видно изъ уравнешя (138), ради- 
кальная ось представляегь нЪкоторую дЪйствительную прямую, при- 
чемъ въ первомтъ, случаЪ она представляеть общую хорду нашихъ 
круговъ, а во второмъ общую касательную. 

Если вспомнимъ геометрическ!я значеня чисель Ки ЕЁ, и зам%- 
тимъ, что уравненше радикальной оси можетъ быть написано въ видЪ 


В, осо нь 89) 


то отсюда легко заключимтъ, что радикальная ось есть вометричевгое 
мета  такнхь точекь, что произведешя отрпзковь, съкущилъ, про- 
веденныхеь изъ каждой изь ниль пъ тому и друуому прушу, будуть оди- 
наховы. - 

Точки раднкамной оси, лежащая внь круювь, обладають, какъ 
это слидусть изо уравиемя (139), осще ттъьмь свойствомь, что длины 
касательныхе, проведениыхь изь каждой изъ нить къ одному и друрому 
хриуи), равны другё Ору. 

Предоставляемъ самимъ читателямъ доказать еще одно свойство 
радикальной оси, а именно, что она перпендикулярна къ прямой, со- 
единяющей центры друхъ круговъ. 

93. Положимъ теперь, что у насъ имЪется три круга, уравнен!я 
которыхъ пусть будутъ 


Е=О, Е=0 —Е,=0. 


„Найдемъ уравненя радикальныхъ осей каждой пары этихъ круговъ. 
Уравнен!я эти будуть 


Г Е! ===: 
Е —Е»›==0, 
Е, — Е 0, 


гдЪ Е— Е, Е, — Е», Е, — Е представляють многочлены первой 
<тепени относительно координатъ хи у. 

Такъ какъ эти три многочлена въ сумм даютъ тождественно 
нуль, ибо 
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при всевозможныхъ значеняхъ хи у, то, слЪдовательно. разсматри- 
ваемыя прямыя пересфкаются въ одной точкЪ; такимъ образомъ, прихо- 
димъ къ теоремЪ: ири радикальныя оси каждыхь трежь круювь, взятыхть 
попарно, пересьюииотся вв одной томик. 

Эта точка называется раднкальнимь цеютромь трехъ круговъ. 

94. Будемъ по прежнему черезь Е и Ё,‚ обозначать многочлены 


Е--22- ус08 «+ уз А+ Вуит С 


(... (140) 
В = 2? + 2лусоз о у -- Ах -- Ву 0. 


Какъ мы видфли, уравнеше 
Е И =0 


представляетъ уравнеше радикальной оси, 
Посмотримъ, что представляетъ болфе общее уравнен!е вида 


ПКЕ оборо оьь 


гдЪ ^ какое-угодно число. 

Нетрудно видЪть, что уравнене радикальной оси получается 
изъ (141), если положимъ въ немъ ^ — 1. 

Подставляя въ уравневше (141), вмЪсто Ё и /!и ихъ значеня, 
напишемъ это уравнене въ видь 


{1-—^) 2+2 (1) лусозо | (1-Ю + (А-ХА) #4 (В-АВ) у 0—6, =0. 


Какъ нетрудно видфть, для всЪхъ конечныхъ значенй ^, отлич- 
ныхь отъ единицы, это уравненше представляетъь уравнеше круга. 
ДалЪе изъ уравненя (141) вытекаетъ, что при всевозможныхъ 
конечныхъ значеняхъ ^Х уравнене это удовлетворяется координатами 
точекъ пересфченя круговъ 
Е— 0, сое 2 И 


Итакъ, уравненше (14Г) при любомь комечномь значеши », за неключе- 
шемь )=|, представляете уравнеме круа, прожодящело черезь точки 
поресъчешя крузовь (143), или, вакё зоворять инозда, предотавляетъ при 
перемъиномь 7. уривнеме пучка круовь, проходящикь черезь двтъ точки пере- 
‹<тъчешя крушвь (142). 

Легко показать, что уравнеме  любою  круа, проходящало через 
тючкн переспченая крузовь (143), за исключешемь круа 


Е, =0, 


можно представить в5 видь (141). 
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Дъйствительно, на любомъ изъ подобныхъ круговъ возьмемъ 
какую-либо точку (хо,Уо), отличную оть точекъ пересфчения круговъ (142). 

Обозначимъ черезъ Е©) и Ё\©) результатъ вставки въ многочлены 
Е и Е чисель (7%) вместо х и у и подберемъ параметръ ^ такъ, 
чтобы координаты (ж„у,) удовлетворяли уравпенйо (141); тогда мы 
должны имЪть 


Ко) — „= 0 


} 


откуда, такъ какъ число Ё1®) отлично отъ, нуля, ибо точка (ть, уз} 
не лежитъ на круг №, =0, имемъ 
Е) 


м. 
Итакъ, при этомъ значени ^. кругъ 
#0 


проходить черезь двф точки пересфчешя круговъ (142) и черезъ 
третью точку (25, 0), а какъ извЪстно, черезъ три точки проходить. 
только одинЪ кругъ. 

Такимъ образомъ теорема наша доказана. 

Нетрудно видфть, что уравнене 


5Е- ЗЕ, —0, 


гдЪ аи В как!я-угодно конечныя числа, не равныя одновременно 
нулю, тоже представляеть уравнене того-же пучка, причемъ это 
уравнен!е при 3—0 обратится въ Е=0, а при «=0 въ Ё, =0. 

95. Найдемъ геометрическое значене параметра ^, входящаго въ 
уравнен1е (141) пучка круговъ. 

Дадимъ ^ н$которое опредфленное числовое значене и возьмемъ 
какую-нибудь точку Л (<, у) на кругЪ 


ЕЕ: 50: 
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Для координатъ этой точки числа Ви  представляютъ квад- 
раты длинъ касательныхъ, проведенныхъ черезъ точку А къ кругамъ 


= 0, В ==0, 
а потому видимъ, что число 
Е 


2 


А 


представляете отношене квадратовь длинь касательныхь, проведенныхь 
изь эпочека круга 


Е— АЕ, =0 
ко круамь Е —0, Е -- 0. 
Такъ какъ для разсматриваемаго круга ^ постоянно, то от- 
сюда приходимъ къ слЪдующей теорем: зеометрическимь — мпистомь 
эточекь, для хонорыхлеь отиошеоше длинь ъасательныхть кз Овумь данцымъ 


круамё есть величина постоянная, служить круз, протодящёй  черезь 
точки пересьченя двухь дпнныхь крузов. 


96. Выведемъ еще условя касая двухъ круговъ, заданныхь ВЪ 
прямоугольной системф координатъ уравнен!ями 


(—а)* К (у—6= и, 
(2- -а1)8 -|- (у =. 


черт. 71. 


Какъ нетрудно видфть, если эти круги касаются внёшнимъ об- 


разомъ (черт. 71), разстояне ихь центровъ 4; равно суммЪ длинъ 
радусовъ, а потому 


АА, — (а—ан)? + (6—6) = (| н}; 


это услов1е вн-шняго касан!я. 


Если круги касаются внутреннимъь образомъ, причемъ радусъ 
второго круга 7; меньше радйуса перваго круга т, то разстоян!е цент- 
А. П, ПШЕБОРСКЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТЬНЕ, 10 
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черт. 72. 


ровъ АА, (черт. 72) равно г— 1. а потому услове внутренняго каса- 
шя будетъ 


(и)? -- ©) = @—п)2. 


Предоставляемъ читателю самому вывести условя касаня, когда 
круги заданы общими уравнен!ями. 

97. Если (ж, и.) одна изъ точекъ пересЪченя двухъ круговъ, 
то мы говоримъ, что круги пересЪкаются въ точкЪ (л, у) подъ уг- 
ломъ ©, если уголь между касательными, проведенными къ нашимъ 
кругамъ вь точкЪ (х, и), равенъ ©. 


= г 
Вели 9—5, то говоримъ, что круги пересЪкаются въ точкЪ 


(хо, №) ортозонально. . 
Выведемъ услове ортогональности двухъ круговъ 


(— а) -- (у—6)* — т = 0, 
(2—@а, 2 —- ( —в): = 7712 =:0: 


Если точка (1х, у) точка пересЪченя нашихъ круговъ, то имЪ- 
емъ тождественно 


(2.—а)? -|- (% — 6) 2—2 =0, 
(ха) (и— 61) == 0. 


Уравнен!я касательныхъ къ разсматриваемымъ кругамъ въ точкЪ 
(2, ‚у,) будутъ 


(—@ иди) шп =0, 
(2—а!) ( м—а)-+ (У— 1) (и — 61) — г? =0, 


доь а 8 
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а услоше ихъ перпендикулярности напишется такъ: 
(я) — а) (2% — а) | (и --6) (и—6)=0... (144) 


Услов!я (143) и (144) можемъ написать, раскрывши скобки, та- 
кимъ образомъ: 


то? -- у’ — Зал, — у + аз В — т =0, 
90? - 90? — Зал, — 26%, -|- ал? -[- 61° — 12 =0, 
2? -[- 0? —— {а-р а!) хо — (В) у -| аа, -Н 1, = 


Вычитая теперь послЪднее равенство изъ перваго, а затЪмъ изъ 
второго, найдемъ. 


(а, а) ж-| (6, — 5) ю-{ а? -- 62 — аа, — В; — 17 =0, 
(а— а) то - (В — в) -- а, -- 62 — аа, — 6 — 71? = 0. 


Наконецъ, складывая послЪдн!я два равенства, получимъ посл 
простыхъ преобразовашй 


(а— а - 6©— — 7 — 712 —0, 


Это и есть искомое услове ортогональности; такъ какъ въ него 
не входятъ координаты точки (2, у), то, слЪдовательно, наши круги 
пересЪкаются ортогонально въ обфихъ точкахъ пересЪчения. 


черти, 73. 


Геометрически оно можетъ быть истолковано такъ: треугольникъ 
АСС, (черт. 73), гдЪ Си С; центры круговъ, а А какая-либо точка 
ихъ пересЪченя, прямоугольный, причемъ катетами его служать 
раллусы СА и С.А, а гипотенузой разстоян!е между центрами. 


ГЛАВА \У. 
Геометричесыя м%ста. 


98. Подъ геометрическимь м$стомъ, какъ мы уже говорили, под- 
разумЪвается совокупность точекъ,, подчиняющихся опредЪленному 
геометрическому закону. 

Если, исходя изъ самого опредЪлен!я закона, можно выразить его. 
однимъ равенствомъ, заключающимъ только координаты любой точки 
разсматриваемаго геометрическаго мЪста и постоянныя числа, то такое. 
равенство и представить уравнен1е нашего геометрическаго мЪста. 

Такимъ образомъ, исходя непосредственно изъ опредфленя геоме- 
трическаго мЪста, можно было, напр., найти уравненя  коническихъ. 
сфченй. 

Но иногда данныя условя приводять не къ одному, а къ нф- 
сколькимъ уравненямъ, заключающимъ кромф координать точекъ. 
искомаго геометрическаго мФста и постоянныхъ чиселъ, еще нЪкото- 
рыя перемфнныя величины или, какъ ихь называютъ, параметры. 

Такъ, напр. при рЪъшени механическихь задачъ о движени 
точки въ плоскости координаты точекъ траектор!и часто получаются 
въ видЪ опредфленныхъ функшй времени, т. е. въ видЪ. 


&—1(1), у=9(.....-....... (145} 


ИзслЪдуемъ, каково геометрическое значене подобнаго `задан!я 
кривой въ видЪ уравнен!й (145). 

При данномъ значенм параметра { каждое изъ уравневй (145), 
въ отдфльности взятое, представляеть опредфленную прямую, парал-. 
лельную одной изъ осей координатъ. 

Если предположимъ, что функщи ри ф непрерывны, то непре- 
рывному измЪненю параметра { будуть соотвЪтствовать непрерывныя. 
перемьщен!я разсматриваемыхь прямыхъ параллельно самимъ себЪ. 
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Такимъ образомъ, если геометрическое мЪсто задано уравненями 
{145), то мы можемъ разематривать его, какъ совокупность точекъ пере- 
<чешя соотвфтственныхъ прямыхъ, принадлежащихь двумъ различ- 
нымъ системамъ 


> = (8), 9—2 (0. 


При этомъ соотвфтственными прямыми мы считаемъ тЪ, которыя 
<оотвЪтствуютъ одному и тому же значеню параметра {. 
ы 99. Обобщимъ нЪсколько этотъ процессь образовашя геометри- 
ческаго мЪста. 

Пусть имфемъ двЪ системы кривыхъ (черт. 74), уравненя кото- 
рыхъ заключаютъ параметръ #, или, какъ говорятъ, два семейства 
кривыхь; пусть ихъ уравненя будуть 


Г (2, у, =0, к (х, 9,1) =0 < 0 № (140) 


Будемъ измЪнять въ этихъ уравненяхъ параметръ &. Если пред- 
положимъ, что функщи [ и /, непрерывны относительно { то этому 
измфненю будутъ соотвфтствовать непрерывныя перемфщеня нашихь 


кривыхъ, сопряженныя, вообще говоря, съ н$которыми ихь дефор- 
машями. : 


у м, 


черт. 74. 


При данномъ значеши Ь уравнен!я (146) опредфляютъ нЪко.орую 
систему точекъ пересфчен!я соотвфтствующихъ кривыхъ, причемъ подъ 
соотвЪтствующими кривыми опять подразум$ваются тЪ, которыя со- 
отвфтствуютъ одному и тому же значеню +. 


При измфнени параметра # какь мы уже говорили, кривыя 


1 (т, 1) =0, (1.0.0, 
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будутъ перемЪщаться, а вмЪстЪ съ ними будуть измфнять свое `‘по-” 
ложен!е и точки ихъ пересфченя. 

Какъ найти уравнене геометрическаго мЪста всЪхЪ этихь то- 
чекъ пересфченя соотвЪтственныхъ кривыхъ? | 

Положимъ, что (2%) представляютъь координаты какой-либо 
точки пересфченя М, двухъ соотвЪтственныхь кривыхъ / = Ои 
[, = 0. Въ такомъ случаЪ должно существовать хоть одно значене 
параметра $ при которомъ уравнен (146) удовлетворяются тожде- 
ственно значенями 


2—9, 9 — У. 
Другими словами, при этихъ значеняхъ хи и 06а уравнешя относительно | 


Г (хо, 9. 0 =0, (ть) =0..... - 41) 


будуть имЪфть хоть одно общее рЬшене, а это возможно лишь тогда, 
когда между коэффищентами этихъ уравнешй существуетъ нЪкоторая 
зависимость. Чтобы получить эту зависимость, нужно изъ уравненй 
(147) исключить {.. Такъ какъ коэффищенты уравнешй (147), разсма- 
триваемыхъ, какъ уравнения, опредфляюция & зависятъ отъ 2 и /» 


то эта зависимость будетъ вида 
: 


В (ко, 5) — 0, да С мае вау ды: (148) 


гдЪ В нЬкоторая функщя отъ 40 и 9... 

За точку (хи) мы приняли любую точку пересфченя двухъ ка- 
кихъ-либо соотв$тственныхъ кривыхъ т —Ои 1 =0, а потому ясно 
что координаты любой точки пересЪчевшя этихъ кривыхъ удовлетво- 
ряютъ уравненю 


Вщи=о, ....... 949 


полученному путемъ исключеня изъ. этихь уравненйй параметра {. 
Наоборотъ, любая точка (2%, у), координаты которой удовлетво- 
ряютъ уравнентю (149), представляеть точку пересфченя двухъ соотвЪт- 
ственныхъ кривыхъ (146). | 
Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ равенство (148) представляетъ усло- 
ве совмфстности относительно # уравненй 


Ё (%оз У В = 0, р (жд = 0, $ 


то, слВдовательно, вообще говоря, существуетъ такое значене пара- 
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метра #— &, при которомъ` уравнен!я 
Ё (1,9, = 0, 7 (1,1, =0. 


удовлетворяются значешями х — т, У у, 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слЬдующей теоремЪ: уравиещемь 
зеометрическато эвоста  точекъ пересьченя бсоотвьтетвенныхь кривыть 
Эвухь семействь | 


Г (т, 4,8) = 0, Й (а, у, 1) —0, 
295 { перомпиный мараметрь, служить уравнение 
й (х,) = 0, 


которое получается путемь исключения параметра Тизь данныль Уравнение. 
100. Такъ какъ уравнен1е 


В (х,у) =0 
’ Ф 
представляетъ уравнен:е совокупности кривых, описанных различными 
точками пересЪченя соотвЪтственныхъ кривыхъ разсматриваемыхъь 
семействъ, то оно, вообще говоря, представится въ видБ 


91 (=, у) . 22 (х, у) . 2 (=, и) ме 7 (х, у) = 9, 


ГДЪ уравнен!я 
Фи: (7, у) = 0, Фа (т, у) = ВЕ Тя (*, О, (150) 


соотвфтствуютъ кривымъ, описаннымъ различными точками пересЪ- 
ченя кривыхъ 
(69,00, Да, 0, 


Чаще всего приходится разсматривать геометрическое мЬсто ка- 
кой-либо опредъленной точки пересфченя соотвётственныхь кривыхъ 


/ (=, 4, 8 = 0, Г (т, 9, 1) — 0. 


Эта опредЪленная точка удовлетворяеть еще нфкоторымъ доба- 
вочнымъ условямъ, поэтому, чтобы найти уравнене ея геометриче- 
скаго мЪста, мы должны посмотр$Ъть, какя изъ Ууравненй (150) удо- 
влетворяютъ этимъ лобавочнымъ условямъ. 

101. Пойдемъ теперь еще дальше въ нашихь обобщеняхъ 

Мы предполагали, что наше геометрическое мЪсто задано двумя 
уравнен:ями, заключающими одинъ параметръ. 
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Можетъ ли оно быть задано двумя уравнешями, заключающими 
большее число параметровъ, напримфръ, уравнеШями вида 


К (у, в, Ц) =0 А жувь....Ы) = 0, 
гдЪ и = 2? 

Легко видфть, что, вообще говоря, подобнымъ уравнешямъ бу- 
дутъ удовлетворять координаты любой точки плоскости. Въ самомъ 
ДЪлЪ, если 


Бет: бу у — № 


представляютъ координаты какой-либо точки плоскости, то при и = 2 
уравнентя 


Га (2, и: э. и) = 0, | (25 о, н,. Я 1% 1, ) = 0, 


допускаютъ, вообще говоря, рьшеня относительно &,1,... т. 

Такимъ образомъ, въ разсматриваемомъ случаЪ уравненямъ /=0, 
[1 = 0 удовлетворяютъ координаты любой точки плоскости. Правда, 
иногда составъ этихъ уравненй можетъ быть таковъ, что всЪ пара- 
метры изъ нихЪ исключаются; это будетъь имфть мфсто, напримфръ, 
тогда, когда разсматриваемыя уравнен!я зависятъ только отъ одной 
опредфленной функщи этихъ параметровъ, т. е. представляютъ урав- 
неня вида 


 (х, у, ®) =0, ГВ (=, у, ®) = 0, 
гдф « опредфленная функщя отъ х,у,&,Ь,... 4. 

Другой подобный частный случай будетъ тогда, когда одно изь 
нашихъ уравненй можно замфнить эквивалентнымъ уравнешемъ вида 
Ф(я, а, ... Ш). 6(9 =0, 

ГДЪ ® (2, У) оть параметровъ не зависитъ. 
Итакъ, если исключимъ частные случаи, то уравнен1я 


Вт, Ч, в, Ь, ... 2 =0, Г (кН, Ь,. ва в ) =0 ое (151) 


только тогда, будуть представлять опредзленное геометрическое 
МЪсто, а не всЪф точки плоскости, когда число независимыхъ парамет- 
ровъ равно единиц, т. е. когда между п параметрами существуетъ 
("— 1) зависимостей | 


(ИН, 1, . ых ЕО, и (1,5, 0, 6 1 (Ь, Ь, .. 2 ) = 0. (152). 


Чтобы найти уравнен!е геометрическаго м$ста точекъ пересЪче- 
ня кривыхъ (151), необходимо изъ п + 1 уравневй (151) и (152) исклю- 
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чить п параметровь ИЕ; оф Полученное уравнение 


‘Па, -—0 


102. Разсмотримъ теперь нЪсколько примЪровъ на опред$лене 
Уравнен!й геометрическихь мЪстъ. 

Задача 1. Данъ Уголь по величин и положеню. Въ точкахъ 
пересфчен:я сторонъ угла съ нзкоторой прямой, движущейся парал- 


черт. 75, 


Примемъ стороны даннаго Угла, величина котораго пусть будетъ 
<, за оси лиу (черт. 75). Уравнен:е перем щающейся прямой 1.1.’ 
‘будетъ 


ЗЕ, ви .. @53) 


У— ту — Е Ау= 0, 
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гл параметръ Х опредфлится изъ условя перпендикулярности этой 
прямой съ осью я-овЪ, т. е. СЪ прямой у = 0 
Если вспомнимъ, что усломе перпендикулярности прямыхъ 


Аж- ВУЕС=0, Аж ВУ С! =0, 

въ случаЪ, когда оси координатъ составляють уголъ «, будетъ 
АА, + ВВ, — соз% (АВ, + А.В) ЕО, 

то для опредфленя ^ найдемъ уравнене 


1-Е А -+ ^+ с0$ ® = 0, 


откуда 
^— — (1+ т с03%9), 


а, слЬдовательно, уравнеше прямой АМ таково: 


та -- ту соо РЕ==0. (ее. (154} 


Равнымь образомъ, уравнене прямой ВМ, какъ проходящей 
черезъ точку пересфченя прямой (153) и прямой х—=0, напишемъ въ. 
видъ 


` 


у— та — ЕЕ 2—0, 
гдЪ Х опредфляется изъ условя перпендикулярности этой прямой съ. 
прямой д == 0; это услове будетъ 
Х— и -— с03 =0, 
откуда 
7. == т с0$ в. 
СлЪдовательно, уравнен!е прямой ВМ будетъ 
х сое Ни А=0. . .. (155) 


Исключая изъ уравненй (154) и (155) параметръ Е, найдемъ 
уравнен!е искомаго геометрическаго мЪста 


(т с0з о) (1 + 1 с08 «) у=0. 


Такъ какъ полученное уравнене 1 й степени относительно коор- 
динатъ, то, слфдовательно, искомое геометрическое мЪсто предста- 
вляетъ нфкоторую прямую; эта прямая, какъ нетрудно видфть, про- 
ходитъ черезъ начало координатъ, т. е. черезЪ вершину даннаго угла“ 
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д ` ыа 


церт. 75. 


Задача И. Данъ уголь по величин и положению и точка Р 
Черезъь эту точку проводятся двЪ каюя-либо сЪкушия. Найти геоме- 
трическое мЪсто точекъ пересЪчемя М прямыхъ, соединяющихъ 
между собою точки пересфчемя сфкущихъ со сторонами даннаго 
угла (черт. 76). 

Примемъ стороны даннаго угла ‘за оси 5 и у; пусть координаты 
данной точки Р будуть (ли, у). Проведемъ черезъ точку 7? двЪ сЪку- 
вия РА и РВ, соотвЪтственныя уравненя которыхъ пусть будутъ 


у— и —=т ($ — 1) у— и = т (х-— т). 


Чтобы найти уравнешя прямыхъ АВ и СВ, соединяющихь точки 
пересфченмя этихъ сЪкущихъ съ осями координатъ, достаточно знать 
величины отрзковъ ОА, ОБ, ОС, ОБ, дълаемыхъ нашими сфкущими 
на осяхъ координать. 

ОпредЪляя эти отрЪзки, найдемъ 


Е ет р 


1 
ОА — в В = пи, ОС = и -- та, ОВ — ниахь 


а потому уравнеШя прямыхь ЛЛи ВС, какъ опредфляемыхь отрЪз- 
ками на осяхъ, будутъ 


т у пт 


д И Е 1; 


тт Г — т ты ИИ 
послЪ приведеншя къ одному знаменателю получимъ 
т (и — та) (та: — му= (ит, — у) (и - т, 


т (итал) | (ты, — уу (нал — 9) —- виа). 
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Вычитая изъ 1-го уравненя второе, найдемъ 
Е (т— т) (ух 219) =0, 
“откуда видимЪъ, что искомое геометрическое мВсто дается уравнешемъ 
Ч у = 0, (4... .... . (156) 


‘т. е. представляеть прямую, проходящую черезъ начало координатъ; 
эта прямая носить назване поляры точки Р по отношеню къ парЪ 
прямыхь Охи Оу. Что касается точки Р, то она носитъ назваше 
полюса этой прямой по отношеню къ парф пересфкающихся прямыхъ 
Ож и Оу. 

ЗамЪтимъ, что при р7ицен!и нашей задачи мы имфли здЪсь тотъ 
второй частный случай, когда несмотря на то, что геометрическое 
мЪсто опредФляется двумя уравнен1ями съ двумя параметрами и! и м, 


оно. ТЪмъ не менЪе, представляетъ не всВ точки плоскости, а нфкото- 
рую линю. - 


Обратимъ внимёне на слБдующее интересное свойство поляры. 


Возьмемъ на полярЪ точки Р (71, \\) какую-либо точку (х», уз). Ея коор- 
динаты тождественно удовлетворяють уравнен!ю поляры, т. е 


у: -- ху == 0. о . (157) 


Если теперь примемъ (.,, у.) за полюсъ, то ея поляра будетъ 
дана уравнешемъ 


уе + жу — 0... ..... (158) 

Обращаясь кт тождеству (157) видимъ, что уравненю (158) удо- 
влеткоряютъ координаты (51, у) точки Р; другими словами, поляра 
‘нашей точки (х., у») проходить черезъ точку Г. Такъ какъ точка 
(г., 42) любая точка на полярф точки Р, то отсюда приходимъ къ 
заключеню, что поляры веъхь тачекь, лежащихь на поллярь +, точки р; 
прогодять черезь точку Р. 

Зидача ИТ. Черезъ точку нересЪченя О двухъ круговъ прово- 
‚дится сфкущая, пересфкающая эти круги кромф точки О еще въ 
точкахь А и 0. Найги тзометрическое мЪсто среданъ отрЪзковъ АВ, 
предполагая, что наша сфкущая вращается около точки 0. 

Выберемъ за координатныя оси двЪ какя-либо перрендикуляр- 
ныя между собою прямыя,` проходяшя черезь точку О (черт. 77). 


черти. 77. 


Уравнен!е нашихъ круговъ, имЪющихь центры, положимъ, въ 
точкахъ (а, В) и (а, 6) и проходящихь черезъ начало кординатъ, 
будуть соотвЪтственно 


2? -г у? — Вах — 9 у —=0, 
(а е . (159) 
а? у? — Зах = 2: 9 — 0. 


Уравнеше пучка сЪкущихь, прохсдящихъ черезъ 0, будеть 


== тх, 


гдВ т перемфнный параметръ. 

Чтобы найти координаты точекъ пересфчешя А и В данныхъ. 
круговъ съ какой либо изъ этихъь сфкущихъ, мы должны рЬшить. 
каждое изъ уравненй (159) съ уравнешемъ у=— жх. 

Подставляя въ первое изъ нихъ тх вмЪсто у, получимъ 


(т? -- 1) 2 — 2 (а-Рьт)х = 0. 


Послфднее уравнеше имЪеть два рЪьшеня: х—0,  соотвЪт- 
ствующее точкЪ О, и другое 2, опредфляемое изъ уравнен!я 


(т) 2 (а-+т)=0...... {160}. 
Точно такъ же абсцисса точки В опредЪлится изъ уравнен!я 


(т +1) я, — (а вт) =0..... (161} 
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Если черезъ (=, 1)’ обозначимь координаты средины М отрЬзка 
АВ, т. е. положимъ, что 


аа о ма. 
АН", =, 


и сложимъ равенства (160) и (161), то получимъ 
Е (2 + 1 — (а та, т) = 0... . (162) 


Если, наконець, замфтимъ что точка (& м) лежитъ на нашей 
сфкущей, т. е. что ея координаты удовлетворяютъ уравнен!ю 


М = и%, 


то, исключая и изъ послфдняго уравнен!я и уравнешя (162), получимъ 
уравнеше искомаго геометрическаго мЪста 


в 2 — (а + а) &— (6 + Ь,) ч== 0. 


Послфднее уравнеше представляетъ кругъ, проходяций черезъ 
начало координатъ’ и имъиий центръ въ точкЪ 


т. в вь точкЪ, дълящей пополамъ разстояне между центрами дан- 
ныхъ круговъ. 


ГЛАВА М. 
Классификащя кривыхъ 2-й степени, 


103. Перейдемъь теперь къ общему разсмотрЪью кривыхъ 2-й 
степени, т. е. кривыхъ, уравненя которыхъ въ Декартовыхъь коорди- 
натахъ имфють видъ 


х 


Аай Е 2Вху + Су 2020... ... (163) 


Чтобы изслфдовать видъ кривой, соотвфтствующей данному урав- 
неню, естественнЁе всего рВшить это уравнеше относительно одной 
какой-либо координаты, положимъ у, и изслЪдовать затфмъ получен- 
ную такимъ образомъ функцйо отъ 2. 

Однако мы поступимь нЪФсколько иначе и для изслЪдован!я 
вида кривой, соотвЪтствующей уравнен!ю (163), воспользуемся разложе- 
немъ лЪвой части этого уравнен!я на алгебраическую сумму квад- 
ратовъ. 

Положимъ сперва, что хотя одинъ изъ коэффишентовъ при 22? 
или у не равенъ нулю. Не нарушая общности, можемъ положить, | 
что отъ нуля отличенъ коэффищентъ У 

Умножая на него наше уравнене и располагая лЪвую часть 
полученнаго уравненя по степенямъ х, напишемь его въ видЪ 


42 - 2Ах(Ву- р) + АСР 2АЕу-+ АЕ 0. 


Дополнимъ теперь до полнаго квадрата члены, заключаюцце х, 
для чего прибавимъ и вычтемъ по (Ву- О}?; тогда приведемъ наше 
уравнене къ виду 


(Аз Ву 1) + (АС — В*) г +2 (АЕ ВР) у+АРЬ-1 0. . (164) 
Положимъ для краткости 


АС — В = М, АЕ-- ВР —=М, АР-— 02-= р. 
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Предположнмъ сперва, что ЛГ отлично отъ нуля; тогда, дополняя 
до полнаго квадрата члены съ у-омъ, напишемь наше уравнене 
слЪдующимъ образомъ: 


2 РМ — № 
Се Вир м [м0 - (165) 


Для болфе удобнаго изслфдован!я кривой введемъ новую систему 


‚ координатъ, принявъ прямую ь 


А+ В+ О =0 
за ось у, а прямую 


М 


за ось =". 
Эти прямыя не параллельны между собою, ибо по предположению 
А 0. СоотвЪтственныя формулы преобразованя будутъ (см. $ 61) 


ЕЙ (Ах -|- Ву | В), я" =й (+ и , 


гдЪ Й и нЪкоторыя опредфленныя числа. 
Такимъ образомъ, полагая 


РИ — №— А 


и пользуясь выраженями для 2’ и у, приведемъ уравнене (165) къ 
виду 


уе + =0. се че а 188 


Итакъ, приходимъ къ слЪдующей теоремЪ: если вё общемь урав- 
неши (163) одинз изь конуфищентовь при =? или у? ивыражеще М= АС— В? 
отличны оть пули, то, при соотвътетвенюмь выбор координатныть осей, 
можно привести это уравнение кз виду (166). 

104. Замфтимъ предварительно, что кривая (166) симметрична 
относительно введенныхь нами осей х’и у, ибо каждому значению 1’ со- 
отвЪтствуеть 2 равныхъ по абсолютной величинЪ и противополож- 
ныхъ по знаку значеня у’, и, наоборотъ. 

Иначе, то же обстоятельство можно выразить такъ: хорды, парал- 
лельныя одной изъ осей координатъ хи у, къ которымъ отнесено 
уравнеше (166), дЪлятся другой пополамъ. 
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Прямыя, относительно которыхъ кривая 9-го порядка симме- 
трична, носятъ назване алестировь. ы 

Если дви дФалетра облидиють тльчь свойствомь, что торды, прове- 
аенныя параллельно одному изь ине, Отлитея другии пополомь, то танце 
Фалетры называются сопряженны ни бамезиралги. 

Такимъ образомъ, въ разсматриваемомъ случаЪ координатныя 
оси 2’ и у’ представляютт для нашей кривой пару сопряженныхъ 
даметровъ. 

105. ИзслЬдуемъ теперь, каковъ будеть видъ кривой, соотвЪт- 
ствующей уравненю (166), въ зависимости отъ значенй коэффищен- 
товъ Ми Л, входящихь въ это уравнене. 

Положимъ сперва, что № положительно, т. е. что ДС — в > 0, 
и разсмотримъ три случая: когда / —отрицательно, положительно и 
равно нулю. 

Пусть 47 —= АС — |2 2Оид< 0. 


Обращаясь къ Уравненйо (1661, раздълимъ обЪ его части на— р, 


и положимъ 


д аи Ь, положительныя числа; тогда уравнене |166» напи- 
шется въ видЪ 


И, ВО НИ 


Отсюда видимъ, что координаты 2’ и У’ не могуть принимать 
безконечныхъ значенй, т. е., что кривая не имЪеть безконечно-удален- 
ныхъ точекъ. 

Изъ того же уравненя {167) слЪдуетъ, что наибольшее и наимень- 
шее значеше х’ получимъ при у'-=0; эти значеня будутъ 


Иа = 


Точно такъ же наибольшее и наименьшее значение /' найдемъ, 
полагая въ изслфдуемомъ уравнени +’ -- 0; этими значешями будуть 


ий = НЫ. 


Построивши прямыя ^" = а и У =-Н 6, найдемъ параллело- 


граммъ, вн, котораго нЪтъ точекъ нашей кривой (черт. 78%. 


А, П. ПШЕБОРСЬЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРТЯ. 11. 


черт. 78. 


ЗамЪтимъ, что съ возрастанемъ абсолютной величины х', абсо- 
лютная величина 9’ какъ это видно изъ уравнен!я (167), убываетъ и 
наоборотъ. Это обстоятельство, въ связи со сказаннымъ раньше, даетъ 
возможность составить себЪ представлене о видЪ разсматриваемой 
кривой. 

Кривая эта, соотвЪтствующая уравнению (166) при условяхъ 
М >0и А < 0, носить назване оллияса и, какъ увидимъ впослЪдстви, 
представляеть коническое сЪчене, съ которымъ мы уже отчасти по- 
знакомились (см. $ 24). 

106. Переходимъ ко второму случаю, когда № > 0и Л > 0, т. е. 
когда лЪвая часть уравнен1я (166) представляетъ сумму трехъ квад- 
ратовъ, изъ которыхъ послфднйй положительная постоянная величина; 
въ этомъ случаь нЪтъ никакихъ дЪйствительныхъ значенй х' и у’, 
которыя удовлетворяли „бы уравнению (166). 

Такимъ образомъ, въ этомъ случаф наше уравнене представля- 
етъ лиимую кривую, которая носитъ назваше мнилзкио эллитса. 

107. Наконецъ, при М >> Ои Л = Оразсматриваемое уравнеше (166) 
приводится ‘къ виду 

КЕ Му" И 
12 в“ 


..... (68) 


т. е. представляеть однородное уравнене относительно #’и у, а 
такое уравнене, какъ мы знаемъ, представляетъ совокупность двухъ 


прямыхъ. 
Въ самомъ дл, уравненше (168) можно представить: въ видЪ 


и. Е зы Уи .... (169) 


Г К Г Ё 


163. 


такт, какъ 1/>> 0, то У — М число мнимое, а, слБдовательно, наше. 
уравнене представляеть совокупноёть двухъ мнимыхь прямыхл.. За- 
мЪтимъ, что эти прямыя пересъкаются въ дЬйствительной точкЪ 
я =; у’ — 0: : 

108. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда < 0. Этоть слу- 
чай, въ свою очередь, распадается на три, въ зависимости отъ того, 
какое изъ условй Л >20, Д<0, А =0, иметь мЪсто. 

Пусть М<0и А>0. 


ДЪля уравнеше на — с и полагая 


и Е 


а ет (170) 


РЬшая это уравнене относительно у’, найдемъ, что 


а ы. И, сов Рю а М 
1 


откуда замфчаемъ, что дЪйствительныя значеня для у’ будутъ полу- 
чаться лишь при услов!и 
д"? 


Е 1 = 0; 


послфднее услове можетъ быть замЪнено двумя: 
я Е а, или, я’ = — а, 


поэтому внутри области, ограниченной прямыми 2" ---+ а;, точекъ 
кривой нЪтъ. 


Изъ уравнен1я (171) видимъ, что кривая расположена симме- 
трично относительно оси 2. 

ДалЪе изъ того же уравненя (171) заключаемъ, что когда х"’ 
стремится къ +, то у’ также стремится къ со, откуда видно, 
что наша кривая имфетъ безконейно-удаленныя точки (черт. 79). Та- 
кимъ образомъ, наша кривая представляетъь кривую разомкнутую, со- 
стоящую изъ двухъ вЪтвей. Кривая эта носитъ назване иперболы и 
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черт. 79. 


тождественна съ той кривой, съ которой мы уже отчасти познакомились- 
109. Для лучшаго изслБдованя формы’ гиперболы построимъ 
еще дв прямыя, носящия назване аснмитоть гиперболы. 
Уравненя ихъ получимъ, приравнивая нулю въ уравненйи гипер- 
болы совокупность членовъ 2-го измфреня; такимъ образомъ, урав- 
нен!е асимптотъ будетъ 


послЪднее уравнеше эквивалентно двумъ 


Й 1 ь г 


Покажемъ, что разность между ординатами соотвЪтственныхъ то- 
чекъ, взятыхъ на вЪтвяхъ гиперболы и на опредфленной асимптотЪ, при 
увеличени я’ до -Р <> или уменьшени его до —- э> будетъ стремиться 
къ нулю; другими словами, покажемъ, что асимптота и гипербола 
имфють общую безконечно-удаленную точку. 

Разсмотримъ часть вЪфтви кривой «чб (черт. 80), для которой. 
>00 иу’>>0, и найдемъ разность: у’, — у, гдВ у, ордината асим- 
птоты 

а,» 


\ 


а у’ — ордината кривой; разность ата будетъ 
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черт. 80. 


В 


перенося иррашональность въ знаменатель, найдем 


о ое В, 


„Такъ какъ здЪсь &’> 0, то отсюда видимъ, что разность у’, 
всегда больше нуля, т. е. у, > у. 

Такимъ образомъ, разсматриваемая вЪФтвь кривой заключается 
внутри угла, образованнаго осью „’ съ прямой 


‚ 


19: 


, а 


ДалЪе изъ (172) слфдуетъ, что 


Ни (и-и)=0. 
хо 


т. е., что разность между ординатами точекъ вЪтви аб кривой и пря- 
м Ь! - й 
мой У, х’ при достаточно большомъ значени ах’ можетъ быть 
1 


сдЪлана сколь угодно малой. 

Легко показать, что та же прямая будетъ обладать тфмъ же 
свойствомъ и относительно части вфтви кривой а’ В’, для которой 
я<0иу< 0. 

Въ самомъ дЪЬлЪ, въ этомъ случаф разность ординатъь соотвЪт- 
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ственныхъ точекъ кривой и асимптоты будетъ 


Е 1 
1 я а еле = 
а, а? я, ь т 
а “я ра ЕЯ 1. 
1 1 


а такъ какъ здфсь х<0, то у! —У <0, и, слБдовательно, раз- 
сматриваемая часть вЪтви кривой а’ будетъ лежать между осью 
я’ и асимптотой ОГ.. ДалЪе опять находимъ. что 

Иш (у—и)=0. 


“= 


у =. = 


и 


Такимъ образомъ, прямая 


иметь съ нашей геперболой какъ будто двЪ общихъ безконечно- 
удаленныхъ точки, но такъ какъ, на прямой имфется только одна 
безконечно-удаленная точка, то отсюда заключаемъ, что вьътви аб в 
а'’ замыкаются и наша асимптота касается кривой на безконечности. 


Совершенно аналогичное изслфдоване приведетъ насъ къ за- 
ключеню, что и прямая 


ое Ь, ! 
у аи 


, 
касается нашей кривой на безконечности. ДалЪфе, нетрудно будетъ 
вывести заключене, что кривая расположена внутри двухъ вертикаль- 
ныхъ угловъ, образуемыхъ асимптотами. 
2. 10. Случай, когда М0 и А < 0 отличается отъ разсмотрЪннаго 
тЪмъ, что роль оси а’ будетъ здЪсь играть ось у и обратно. — 
Полагая въ этомъ случа въ общемъ уравнен!и (166) 
я ое _®А р: 
ИУ 1% М? 1: 


ГД а, 6: положительныя числа, напишемъ это уравнене въ видЪ 


5 2 1 
6,2 #12 


откуда 
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Изъ послдняго выраженя видно, что необходимымъ условемъ 
для дЪйствительности д’будетъ услове 
с ау"? 


т —12=0; 


такимъ. образомъ, дЪйствительныя точки кривой получимъ лишь 
тогда, когда у’=>- -|-В,, либо когда у= — 6. 


Построивъ прямыя у’=- +В, найдемъ, что въ облеста, лежащей 
между этими прямыми, точекъ кривой нФтъ (черт. 81). 


У 


черт. &. 


Когда у’ стремится кь со, & также стремится къ -- со. Даль- 
нфйшее изслЪдоваше покажетъ, что мы имЪемъ и здЪсь гиперболу, 
только иначе расположенную относительно осей. | 

(Г. Наконецъ, при Л = 0 уравнеше (166) однородно относительно 
а’ ии и иметъ видъ р 


.> 


или 


у = ” ШИМ) 
| 6 я АР А-З = йе 

такь какъ—1/>0, то это уравнене представляетъ пару дЪйствитель- 

ныхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ точку (0, 0), другими словами, пару 

перес5кающихся прямыхъ. 

112. Такимъ образомъ, уравнеше (163) въ разсмотрЪнныхъ слу- 
чаяхь соотвфтствуетъь кривымъ, которыя обладаютъ слЪлующимъ об- 
щимъ свойствомъ: кривыя эти допускаютъ пару сопряженныхъ дламе- 
тровъ, переськающихся въ точкЪ, лежащей на конечномъ разстоящи; эта 
точка пересъчен!я носитъ назван!е центра. Она обладаеть еще тёмъ 
свойствомъ, что хорды, проходящёя черезъ нее, дЪлятся въ ней по- 
поламъ. Въ самомъ дЪлЪ, уравнене какой-либо хорды, проходящей 
черезъь центръ х-= 0 и у=0, будетъ 


ПИ у о в в НЭ) 


Чтобы найти координаты точекъ пересфченя этой хорды СЪ на- 
шей кривой (166), нужно рьшить совмЪстно послЪднее уравнене съ 
уравнешемъ (173). Подставляя тэ’ вмЪсто у въ уравнеше (166), най- 


демъ уравнене 
Е 1 Мп? А 0 
°(» +в ]+я=” 


имьющее 2 рЬшеня относительно 2; такъ какъ въ это уравнене а' 
въ первой степени не входитъ, то сумма его корней 2, и 2, равна 
нулю, т. е, 


а 


Если обозначимъ черезъ Ё и 4 координаты средины хорды, т. е. 
положимЪъ, что: 


и замфтимъ, что точка (&, и) лежитъ на прямой у’-—=тя, то получимъ 
на основанйи (174) и (173), что =О им -0. 

Этимъ и доказывается наша теорема. 

Присутстве центра для кривыхъ, для котерыхъ М = АС — В 
отлично отъ нуля, представляетъ характерную особенность этихъ кри- 


выхъ, почему ихъ и называютъ цситральными кривыми. 


: 


169 


Мы увидимъ впослФдстви, что цейтральныя кривыя 2-й степени 
имЪютъ только одинь центръ. 
113. Теперь перейдемъ къ случаю, когда 


= АС — 6—0. 
При этомъ услови уравнене (164) 
(Аж + Ву 1) + (АС — В?) №1 3 (АЕ — В) Е АГ- 12 = 
принимаетъ видъ 


(Ах- Ву+ БМ РО. ..... (175) 


Разсмотримъ два случая: 


‘ 


1) 4/0, А0и2) М==0, М=0. 
Въ первомъ случаЪ выберемъ за новыя оси координатъ прямыя 
Ле + ВУ ЕЬ-=0, ЭМ ЕР 0: 
тогда, полагая 


д" = 1 (Аз + Ву Б). 


== — — (2№ + РЁ), 


1 : 
гдъ Ли - 5 опредфленныя числа, получимъ уравнене  разсматри- 


+ 


ваемой кривой въ видЪ | ь 


'2 
ОИ 


р? 


ИЛИ 
а В" ру, . (176) 


причемъ 12А — р. 

Если р > 0, то для отрицательныхъ значенй у’ значен1я 2’ мнимы, 
а, слъдовательно, въ этомъ случаЪ въ полуплоскости, гдЪ у’ отрица- 
тельно, иЪтъ дЪйствительныхъ точекъ кривой. 

Давая у’ положительныя значеня, будемъ получать для х’ по два 
значен!я, равныхъ по абсолютной величинф и противоположныхъь по 
знаку, отхуда заключаемъ, что кривая симметрична относительно оси у". 
„Другими словами, наша ось у’ представляетъ. аметръ кривой. 

Когда у’ стремится къ- <<, стремится къ безконечности и я 
слфдовательно кривая наша имфетъь безконечно-удаленныя, точки. 
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Эта кривая есть ничто иное, какъ знакомая намъ парабола (черт. 82). 


: 


О 
черт. 82. 


Если бы р было отрицательно, то, какъ легко видЪть, парабола 
была бы расположена въ области отрицательныхъ у’. 

114. Переходимъ теперь ко второму случаю, когда при 1/ = 0 
и число М — 0; при этомъ предположении уравнене (164) будетъ 


(Ах + Ву р? + Р= 0; 


такъ какъ лфвая часть его можетъ быть разложена на два линейныхъ 
множителя, то мы можемъ его написать такъ: 


‘(Аж + ТОНИ Ь) (4+ ВЬ-У-Р)=0 


Если Р>0, то У —Р величина мнимая, и, слЪфдовательно, въ 
этомъ случаБ имфемъ пару мнимыхъ параллельныхъ-прямыхъ 


Аз + ВОИ -Р=0, 


де Ву И РО. 


При Р<о0О получимъ пару дЪйствительныхъ  параллельныхъ 
прямыхъ; наконецъ, при Р-==0 пару совпадающихъ прямыхъ. ЗамЪ- 


—РМ — № равна нулю, и, наоборотъ, если М =0 и А 0, ти М 
равно нулю. 


Число носитъ названйе диекрииннаита уравненя второй сте- 


ы 
пени. Какь мы видЪли, обращен!е его въ нуль—-необходимое и доста- 
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точное услоше для того, чтобы уравненше 2 й степени представляло- 
пару прямыхъ. 

115 Во всфхь разсмотрнныхъь случаяхъ мы предполагали, что 
хотя одинъ коэффищенть при квадратахъ неизвЪфстныхь не равенъ. 
нулю. 

Положимъ теперь, что А—0и С—= 0, т.е что уравнене (163), 
будетъ вида 


2Вху + 2х Звук =о .... (177) 


Нетрудно видФть, что уравнене (177) представляетъ либо гипер-- 
болу либо пару переськающихся прямыхъ. 

ДЪйствительно, преобразуемъ уравнене это слфдующимъ обра-. 
ЗОМЪ: : 


да (ВУ Е (ву рьЕВ ЕР | 
Г Г? 
ИЛИ . 
2(Вз- Е) (Ву: В) (РВ—2ЕБ)=0.. . . (478) 


Если ЕВ- 2ЕП--0, то уравнеше (178) представляетъ пару пря-- 
мыхъ. 
При ИВ-Ь2ЕВ-О принимаемъ прямыя 


Ве Е=0,° ВуЁр=о 
за новыя оси; формулы преобразованя, какъ мы знаемъ, будутъ 


ее В 
Ее,  У-УНЬ, 


и уравнеше (178) представится въ такой формъ: 
27’ = К. 


Въ зависимости отъ того, будеть ли К положительно или отри- 
цательно, кривая будеть лежать въ области, гдф я’ и У’ имфютъ 
одинаковые или разные знаки. 

РЬшая послЪднее уравнен!е относительно какой-либо коорди- 
наты, положимъ у’, найдемъ, что 
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откуда видимъ, что когда 2’ стремится: къ. -Е о? ордината у’ стремится 
экъ 0; наоборотъ, при стремлеви у’къ -- © абцисса х’ стремится къ 0. 
Отсюда заключаемъ, что оси зи у’ въ этомъ случаЪ представляютъ 
‚асимттоты, р | 
Нетрудно видЪфть, что разсматриваемая кривая ничто иное, какъ 
зипербола. 
` Въ самомъ дЪлЪ. замфчая. что имфемъ тождественно 


[У [фу \? 
29 =. Ем о т: "| ы 


приведемъ уравнен.е наше къ вилу 


или, полагая 


получимъ 


Е т: 27 р, 


а къ такому виду. какъ иамъ уже извЪстно, приводится уравнене 
зиперболы. к 

ЗамЪтимъ, что для уравненя (177) выражене М = АС-— В? 
равно —- 72°, т. е. представляеть отрицательное число, что, какъ мы 
видЪфли раньше, и должно имЪть мЪсто для уравненя гиперболы. , 

116. Резюмируемь теперь полученные результаты. 

Если въ общемь уравнени 


Аа -- 2 Ви + Си? Е 2рх-+2Еу+ Ё=0 


одинъ изъ коэффишентовъь А или С ивыражене // = АС - Б?отличны 
отъ нуля. то уравнеше наше помощью выд$леня квадратовъ можетъ 
быть приведено къ ппду - 


2 Му? ше: 
т |2 ро 6 


тДЪ 2', у’ линейныя функши оть т, у, а Л, №, ® постоянныя (черезъ о 


„для краткости обозначаемъ м . 
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Въ разсматриваемомъ случаЪ, въ зависимости отъ значен!й коэф- 
фищентовъ М и о, наши уравненя представляютъ: 
116 < 0 — элипсъ, 
2) о > 0 — мнимый элипсъ, 
3) ® =0 пару мнимыхъ прямыхъ, перес$- 
кающихся въ дЪйствительной точкЪ. 
| 1о>0] См 
И при /<0 | 2<0}  Гиперболу, 
{ 3)о-=0-- пару дЪйствительныхъ, пересЪ- 
кающихся прямыхъ. 
Если хоть одинъ изт, коэффищентовъь А или С не равенъ нулю, 
а 1/1 —0, то уравнеше приводится къ виду: 


{ 

| 
Г при ЛГ > 0 у 
| 
| 


Ему Р=0 
и тогда имфемъ сльдующе случаи: 
г М =0 


Г при №0 зе. парабола, 
Г 1) Р<0 пара дЪйствительныхъ параллельныхъ 
| прямыхъ, 

П при М= 0 } 2) Р>О0 пара мнимыхъ параллельныхъь пря- 
| МЫХЪ, 
| 3) РЕО пара совпадающихъ прямыхъ. 

Если, наконецъ, оба коэффищента А и С равны нулю, тогда 

М = - В<оди уравневе можетъ быть приведено къ виду 


у = о. 
Если, ® { 0, то мы имфемъ гиперболу, если же в = 0, то пару 
пересъкающихся прямыхъ. 
Итакъ, во всЪхъ случаяхъ уравнене 2-й степени относительно. 
Декартовыхъ координатъ представляетъь коническое сЪченше. 


Перес$чен!е прямой съ коническими сфченями. 


117. Прежде чфмъ итти дальше, остановимся на вывод одного 
замфчательнаго тождества, играющаго весьма важную роль въ даль- 
нъйшемъ изслБдован!и. 
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Обозначимъ черезъ [(т.у) многочленъ 2-й степени относительно 
х и ут. е. многочленъ 


Аз” + 2Вху + Су? + 2Ох-- 2Еу + Е. 


ПодстАвимь въ этоть многочлень х-+й, у+® вмЪсто йиуи 
расположимъ его по степенямъ й и &: тогда найдемъ: 


(= Ну Е Е) = Ал? 2Вяу-+ Су + 205+ 2Еу+т Е- 
В (Ах Ву 2) + Е (2 Вх + 2Су-- 2Е) + А Е 2 ВИК СР. 


Легко видЪть, что въ правой части членъ, независящй отъйи*, 
представляетъь ничто иное, какъ Р (ху); что касается коэффищентовъ 
при й и &, то первый изъ нихъ представляетъь частную производную 
по х, а второй частную производную по у отъ функщи Е (хи). 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующему тождеству: 


е--уЮ = (му) Е Ь . А т - д + 2вйк + С. (179) 


9х 94 
118. Перейдемъ теперь къ вопросу о пересЪчени кривой 2-й сте- 


пени, т. е. коническаго сфчен!я, съ какой-либо прямой. 
Пусть уравнеше какого-либо коническаго сфчешя будетъ 


1 (а.у) = Ад? + ЭВау + Су? Е 20 + 2Ку-+ Е=0. . (180) 


Черезт, произвольную точку 41 (а,6) плоскости проведемъ какую- 
либо прямую; уравнеше ея, какъ извЪстно, можеть быть написано 
въ видЪ 


т. = уу & (180 


или же въ параметрической формЪ 


жа И, ПЕ ру. > д 309) 


ь ; В ь т 
ГДЪ # параметръ. Угловой коэффищентъ а нашей прямой равенъ -. 


Каждому значеню параметра # соотвфтствуеть одна точка прямой 
(181) и, наобороть, каждой точкф этой прямой соотвфтствуетъ одно 
значене параметра. Такимъ образомъ, чтобы найти координаты какой- 
либо точки прямой (181), достаточно опредЪлить соотвЪтствующее 
значене параметра +. 
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Найдемъ координаты точки пересфчен!я прямой (181) съ кони- 
ческимъь сфчешемъ (180); для этого намъ надо РЪЬшить совм$стно 
уравненйя (180) и (181). Но вмЪсто того, чтобы итти такимъ путемъ, 


М - А В № 


церт. 83. 


* 


можно поступить нфсколько иначе. Если (т, У) координаты какой- 
либо точки пересфченя нашей кривой съ прямой (181), то, во-пер- 
выхь, координаты ея, какъ точки, лежащей на прямой (181), могутъ 
быть выражены въ видЪ (182); съ другой стороны, онф должны удо- 
влетворять уравненйо кривой / (х, у) =0; поэтому, подставляя ихъ зна- 
чен!я (182) въ уравнеше } (х, у) —=0, получимъ уравнене для опре- 
дЪлешя значенй параметра #, соотвЪтствующихь искомымъ точ- 
камъ пересЪчен1я, именно, уравнене : 


-Е (АР -- 2Ври -- Си) —0,. ..... (183) 


9/ 9/ 
0и’ 0 
когда въ нихъ вставлены вмЪсто "и у соотвЪтственно« аи ; этими 
обозначенями будемъ всегда пользоваться въ дальнЪйщемъ. 


} и 9 
обозначены числовыя значеня производныхъ Я С 


тв. ‘черезь 0х ду’ 


Обращаясь къ уравненю (183), видимъ, что оно представляетъ 
уравнене 2-й степени относительно & т. е. имфетъ 2 корня. Эти корни 
могутъ быть дЪйствительными или мнимыми, различными и равными. 

ДЪйствительнымь значешямъ [, очевидно, будуть соотвЪтство- 
вать дЪйствительныя значеня (х,у), мнимымъ—мнимыя, равнымъ — 
равныя. . 

Въ первомъ случа прямая пересфкаетъ кривую въ двухъ дЪй- 
ствительныхъ точкахъ, во второмъ въ двухъ мнимыхъ, а въ третьемъ 
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точки пересЪчен!я прямой съ кривою сливаются и наша прямая к@- 
саетея кривой. 


Такъ какъ точка (ч,Ь) взята нами произвольно точно такъ же, 
какъь и прямая. черезъ нее проходящая, то изъ предыдущаго слЪ- 
дуетъ такая теорема: всякая прямая переслькаеть кривую 2-& стенени 
в двухь точкать, причемь точки пли мопуиь быть дфьйствительными или 
мнимыми, различными или совпадающими; въ послъдиемь слунеть прямая 
иоснигь назваме касательной В 


ЗамЪтимъ, что число точекъ пересфченя какой-либо алгебраи- 
ческой кривой съ любой прямой, проведепной въ плоскости, носитъ 
назване порядка зравой. 


Вотъ почему мы и называемъ коническя сфченя кривыми 2-ю 
порядка. 


= 


119. Уравнен!е (183) даетъ намъ возможность легко отвЪфтить на 
слЪдующИЙ интересный вопросъ: можно-ли провести черезъ данную 
точку плоскости (а,0) прямук, встрЪчающую данное коническое сЪ- 
чене на безконечности? 


Такъ какъ, по условю, точка перес$ченя искомой прямой съ 
коническимъ сЪфченемъ лежитъ на безконечности, то, по крайней 
мЪрЪ, одна изъ ея координатъ (х,у} равна 55; далЪе, такъ какъ коэф- 
фищенты а, 6, |, т, входяще въ оуравнене искомой прямой всегда 
можемъ считать величинами конечными, то безконечно-большимъ 
значеннямъ координатъ (ху) будетъ соотвфтствовать безконечно- 
болыцое значене параметра $. 

Итакъ, если наша прямая пересфкаетъ коническое сЪчене на 
безконечности, то уравнене (183) должно имЪфть безконечное ршен:!е. 


Изъ теор квадратныхъ уравненй извЪстно, что это возможно 
лишь тогда, когда коэффищентъ при { обращается въ нуль. 


Для уравненя (183) этотъ случай имЪетъь мЪсто, когла коэффи- 
щенты Ги 1 удовлетворяютъ уравнен1ю 


АР ЗЫ + Ст - 0... .. . (84 

Уравнене это однородно относительно Ги т, а потому изъ него 

: т 

можемъ опредфлить отношене х = ‚ » Которое, какъ нетрудно 


видЪть, представляетъ угловой коэффищентъ искомой прямой. Такъ 
какъь для а получаемъ два значёшя, то отсюда заключаемъ, что 
через любую точку можно провести, вообще говоря, 067% ирнилыя пере- 
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сткаюиия данное коническое спчеше на безконечности, Направленя этихъ 


прямыхъ, одинаковыя Для вСЪхъ точекъ плоскости, носятъ назване - 


асимптотическихь направлений. 
Если уравнене (184) имъетъ дЪйствительныя Р8шеня отно- 


т В 
сительно а — 7’ То искомыя прямыя дЪйствительно существуют, а, 


слЪдовательно, данное коническое сфчене имфетъ точки на безко- 
нечности; если. же корни уравнешя (184) мнимы, то коническое сЪ- 


Первый случай будеть имфть МЪсто, когда АС _— 6? = 0, второй, 
когда АС-- В: > (, причемъ когда АС — В — 0, оба значеня а 
„Равны другъ другу. 

ЗамЪчая, что, когда АС — 2 < 0 коническое сЪчене прелстл- 
вляетъ зиперболу, когда АС — В — 0, параболу, и, когда 4С— В? >> (. 
эллитег, приходимъ къ заключеню, что для гиперболы существуеть 
0ва Отйствительныть асимптотическить направлетл, для пораболы — одио 
% для эллипса два мнимых, 


Обратимъ внимане на слЪдуюний частный случай: положимъ, 
что въ уравнени Г (2, /) — 0, коэффищенты Аи С равны нулю; тогда 
Уравнен!е наше представляетъь гиперболу (случай дВУхъ прямыхъ мы 
исключаемъ); Уравнеше (184) обращается въ 


Вйп — 0, 


откуда видимъ, что асимптотическимъ направленямъ соотв$тствуютъ 
два значеня { — биж — 0. 

Въ первомъ случаЪ соотвЪтствующая прямая имъеть уравнене 
2 — а, во второмъ 9 — 6, т.е, вь разсматриваемомт, случа асимпто- 
тическими направленгями будуть направлен1я осей координатъ. 

120. Нетрудно теперь рЬшить слЪдующую Задачу: найти уравие- 
2 совокупности, прллиыхь, проходящить черезь точку (м, ), п перееьнаю- 
Чихь данное комическое съценде (ху =о0 па безконечности. 

Въ самомъ ДЪлЪ, пусть (х, у) Представляютъ координаты какой- 
либо точки на разсматриваемыхъ прямыхъ. 

Если уравнене ОДНОЙ ИЗЪ этихъ прямыхъ будетъь 


то, какъ мы только Что видфли, коэффищенты его 4 т связаны од- 


А-П. ПШЕВОРСЬЙ. АНАЛНТИЧ. ГЕОМЕТЬЯ. 12 
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нородной зависимостью 


АР 2Вьи -- Ст? = 0. 


ЗамЪняя въ послЪднемъ уравнении величины } и т пропорщо- 
нальными имъ величинами х —а и у— 6, найдемъ зависимость между 
координатами любой точки искомыхъ прямыхъ; такимъ образомъ, 
уравнен!е совокупности этихъ прямыхъ будетъ 


А (РЭВ (а; (9-Ь-ЕС (9- в) =0. 


Если данная точка (и, 6) начало координатъ, т. е. если а == 0, 
Ь — 0, то послЪдиее уравиевше приметъ видъ 


Да? -- Ву -- Су? == 0. 


Какъ нетрудно видЪфть, лЪвая часть этого уравневя предста“ 
вляеть совокупность членовъ 2-го измфреня въ уравнен!и кониче- 
скаго сфченя. Отсюда видимъ, что, приравнивал совокупность членовь 
20 измъремя в уравнейи копическаю съченмя пулю, получимь уравне- 
ве прлмыть, проходящить черезь начало координать и пересъкаюцниь наше 
коницеское спчеше на безкопечности. 


Касательныя. 


121. Если прямая 


а, Е -ве С .. (185) 


касается кривой, то уравнеше (183), изъ которага опредЪфляются зна- 
чея параметра для точекъ пересЪченя кривой съ разсматриваемой 
прямой, должно имЪфть равные корни. 

Какъ извфстно, услове равенства корней квадратнаго уравнен!я 


ре Нат = 
таково: 
4р" — 4? = 0, 


а потому для уравнен!я (183) оно будетъ имЪть видъ 


44 (а, 6) (АР 2Вт -- Ст?) — ( т Чт %) = о... (186) 
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Послфднее уравнене представляеть зависимость между коэф- 
Ффищентами Ги т прямой (185), при которой эта прямая представля- 
етъ касательную. ` 

Уравнен:е (186) однородно относительно [и т, а, слЪдовательно, 

. . т 
изъ него мы можемъ опредфлить угловой коэффищентъ а ==-р пря- 
мой (185). 


Такъ какъ для а изъ уравненя (186) получимъ два значе- 
ня и такъ какъ тобка (а, 6) произвольная точка плоскости, то от- 
сюда приходимъ къ слБдующей теорем: через» любую точку плоскости 
можно провести кз поническому отченио 967 кавательныя, 

Въ зависимости отъ значен!]й а касательныя эти могутъ быть 
дЪйствительными или мнимыми, различными. или совпадающими. 
Замфтимъ. что число касательныхъ, которыя можно провести изъ 
любой точки плоскости къ алгебраической кривой, носить названше 
®ласва этой кривой. 


Такимъ образомъ, ВИДИМЪ, что кривыя 2-ю порядка будуть вмт- 
вт се тм и вривыми 2-0 класва. 


122. Какъ найти уравнене касательныхъ, проходящихъ черезъ 
точку (а, В)? 


Ясно, что для этого мы должны р$шить уравнене (186) отно- 


2 ы : 
сительно “—` и подставить эти значеня а въ уравнене (185). Но 


можно поступить и иначе: если Ги т коэффищенты въ уравнени 
искомой касательной, т. е. Уловлетворяютъ условю (186), то для ко- 
ординатъ любой точки (х, у}, лежащей на этой касательной, они, въ 
силу уравненя (185), пропорщональны разностямъ х— а, у— 6. 

Такъ какъ зависимость (186) однородна относительно величинъ 
Ти т, то, какъ извЪстно, мы можемъ въ ней замЪнить эти величины 
величинами имъ пропорщональными. 


“Подставляя поэтому въ (186) #—а иу— 6 вместо [и чп, най- 
демъ уравнене 


У (а,6) [А (а) Ве) (4—6) + С(у6— 


9! 9{]2 
— | (х-а)- НН (в - ПО а Зое и 9 
| тов" 97 в =0 о. 

Уравнеше это, однородное относительно линейныхъь функщй 
т— а, у— 60, представляеть зависимость между координатами любой 


точки, лежащей на какой-либо изъ касательныхь къ кривой, проведен- 
ныхъ черезъ точку (а, 6). 
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123. Положимъ теперь, что точка М (а, 6) взята на коническомъ 
сфчени, т. е., что ея координаты удовлетворяютъ уравнентю / (т, у) =0 
(черт. 84). При такомъ предположеши имфемъ, что (а) =0, и, 
тогда уравнеше (187) нашихъ касательныхъ принимаеть видъ 


ь 


9 9 | 
дни =0 


Ме 


черт. 84. 


а это уравнене пары совпадающихъ . прямыхЪ. 

Отсюда заключаемъ, что въ разсматриваемомъ случаЪ двЪ наши 
касательныя совпадаютъ, или, другими словами, что 65 данной точкть 
(а, 5), лежащей на кривой 2-й степени, можно провести только одну каватем- 
ную; уравнеше ея таково: 

97 


ее Не =. (и... (188) 


124. Чтобы покончить съ касательными къ коническимъ сЪче- 
нямъ, ршимъ еще слфдующую задачу: найти уравнеме каватель- 
ныхь къ коническому съченйо | (,'у)-=0, проведенныхь параллельно нтъкото- 
рому направленю. | 

Пусть (а, 6) координаты какой-либо произвольной точки на на- 
шей искомой касательной; уравнене этой касательной можеть быть 
представлено въ видЪ 


д—=а+ у=Ь+т. .... . (189} 


Такъ какь направлен!е касательной дано, то, слЪдовательно, 


В . р ИО 
данъ ея угловой коэффищентъ ® —=—р_, поэтому мы можемъ предпо- 


ложить, что въ уравненяхъ (189) коэффищенты Ё и т даны. 


181 


- По предыдущему, услове, что прямая (189) касается коническаго 
сЪченя будеть 


9/ ду \? 
47 (а, 5) (АВ-- ОВ т + От?)- Я Ь тт в) =0..... (190) 


Въ послЪднее услове кромЪ коэффищентовъ уравненя кони- 
ческаго сЪченя {(т,у) =0 входятъ данныя величины [и т и ко- 
орлинаты (а, $) какой-либо точки, лежащей на искомой касательной. 

Такь какъ уравнеше (190) относительно координатъ (а, Ь) 2-й 
степени, то отсюда заключаемъ, что оно иредставляеть уравиеше пары 
хасателуныхь, проведенныхь параллельно даниому направленю. в 

Обращаемъ вниман!е на то обстоятельство, что въ уравнении (190)` 
координаты (а, 5) представляютъ координаты любой точки нашихъ 
касательныхъ. " 


Асимптоты. 

125. До сихъ поръ направлене касательныхь мы выбирали совер- 
шенно произвольно. Примемъ теперь за данное направлене этихь 
касательныхъ одно изъ асимптотическижь направленйй. 

Въ такомъ случа коэффищенты Ги т искомыхь касательныхъ 
удовлетворяютъ уравненйю (см. $ 19) 


А-а бт 0 г. (191) 


а потому уравнене (190) совокупности касательныхъ, параллельныхъ 
этому направленню приметъ видь 


д 91 \? 
(и) =0, ....... (192) 


^ ДЪ (4,5) координаты любой точки разсматриваемыхъ касательныхъ. 

Изъ уравненя (192) видимъ, что объ наши касательныя сливаются; 
слЗдовательно, параллельно одному изь аснмптотическихь направлешй 
можно провести только одну касательную. Эта касательная носить 
назван1е аснмитоты. 

Такъ какъь гипербола имфеть два дЪйствительныя асимптоти- 
чесюя направленя, парабола одно, а эллипсъ два мнимыя, то от- 
сюда заключаемъ, что зннербола имтеть деь дъйствительныл асимя- 
этоты, нарабола одну, эллипеь деть мнимыя. р 

126. Изъ самого опредфленя асимптотическихъ направлен1й ясно, 
что асимптоты касаются коническаго сфчешя на безконечности. Ана- 
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литически это вытекаеть изъ того обстоятельства, что при рёшени 
задачи о пересЪфчен!и коническаго сфченя съ какой-либо асимптотой 
въ уравнении, которое служитъ для опредЪленйя значеня параметра 
+ соотвЪтствующаго точкф перес$ченя, т. е. въ уравнен1и (см. $ пу 


97, 9/ е 2 . . (? к 
| (а. 9+1 (1: | 5) (АР 2Вт + Ст?) В = 0 


коэффищенты при Ё и { равны нулю, а при этихъ услов!яхъ оба 
корня этого уравненя равны безконечности. | 
127. Чтобы найти уравнене асимптоты, мы должны, очевидно 
; т. А 
рьшить уравнеше (191) относительно * = |-и подставить найденное 
значене въ уравнене (192) соотвЪтствующей асимптоты, т. е. въ 
уравнен1е 


Е ИС 5% ро рес бж. (193} 


ЗдЪфсь черезъ (2,у) мы замфнили координаты (а, 5), такъ какъ. 
точка съ координатами (а, р) любая точка асимптоты. 

128. Особый интересъ представляетъь уравненве (193) асимптоты 
въ случаЪ параболы, т. е. когда 


. АС— В = 0. 


Въ этомъ случаЪ но крайней мЪрЪ одинъ изъ коэффищентовъ 
А или С`отличенъ отъ нуля, ибо, иначе, при А==С 0 и при услови 
АС-- В =0 коэффищентъь В тоже равнялся бы нулю, т. е. уравнен!е 
наше было бы 1-й степени. 

Полагая. что А +0 и умножая уравнеше (191) на А, мы, въ силу 
услемя АС — 1? —0, приведемъ его къ виду 


(АР-- Вт) = 0, 


а потому угловой коэффищентъь асимптотическаго направленя пара- 
болы будетъ 


Подставляя полученное значене въ уравнен!е (193), найдемъ, 


И 
1 - 
что уравнене это обратится въ слЪлующее: 


(АВ— АВ) х + (Аб Ву АЕ Вр=0; ... о. 194 
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въ силу же услоя АС — В —0 оно принимаетъ видъ 
АЕ Вр 0, 


Такъ какъ’въ случаЪ параболы величина АЕ— ВИО —= М отлична 
отъ нуля (см. $ 113, то приходимъ къ уравненйю асимптоты пара- 
болы 


М-= 0, | 


гдф М постоянная, отличная отъ нуля, а это уравнене представляетъ 
уравнен!е безконечно удаленной прямой ($51. 
Отсюда уже заключаемь, что асиинтотой параволы служить вез- 
копсчно-удалениия прямая. ы 
129. Оставляя вт, сторонЪ параболу, зададимся вопросомъ, какъ 
найти уравнене совокупности `асимптотъ гиперболы или эллипса; 
въ послфднемъ случаЪ, какъ мы уже знаемъ, асимптоты мнимы. 
Чтобы найти это уравнеше, поступимъ слБдующимъ образомъ. 
Пусть (+, у) кординаты какой-либо точки любой изь асимптотъ. 
Эти координаты Уловлстворяють уравненю (193) соотвЪтствующей 


: ‚т 
асимптоты. ОпредЪляя изъ послЪдняго уравненя отношенше 


1 и вста- 


вляя его значене въ уравнеше (191) 


АВ Е 2Вт + Ст? — 0, 


которому подчинены коэффищенты Ги т асимитоты, найдемъ за- 
висимость между координатами любой точки на асимптотахъ, т. с. 
Уривпеие совокупновить исимтиполнь. 

Уравнен1е это, имфющее видъ 


А (м) —2в аб („= 0,0... (195) 


0: у их 


одноридно относительно нугь линейныхь мнотонлсновь 


) 

ЧЕ Аа 2В+20, 28+ 20у +98 

0х ’ ду. ? 
Даметры. 


130. Перейдемъ теперь къ изсльдованию д!аметровъ кривыхъ 2 го 
порядка, причемъ, обобщая поняте о даметрЪ\, круга, назовемъ 
баличиромь кривой 20 порядка  зеоменуртческгое аньсто ‚срединъ парчл- 
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лельныхь между собою хордъ. Что касается хорды, то хордой назовемъ 
отрЬзокъ прямой, заключающийся между точками ея пересёченя съ 
коническимъ сЪчешемъ 


1 (2, у) =0. 
Нетрудно показать, что этимъ геометрическимъ мЪстомъ будетъ 
прямая лин!я. 
Въ самомъ дДФлЪ, пусть (, ч) координаты средины какой-либо 


В т 
хорды съ угловымъ коэффищентомъ ® =-т. 


В 28 < „ 
Уравнения этой хорды въ параметрической формЪ могутъ быть 
написаны въ видЪ. 


Е Ц, у— -- иц. = а Я - и . ы (196) 


Пусть далфе (л,, у!) и (хо, у-) координаты концовъ разсматривае- . 
мой хорлы, а Ц и {, соотвЪтствующя имъ значеня параметра & тогда 


Ж=Ё--ИЬ м = та, 
. Бен себе се 900) 
я == И, 2 =т ть. 


Такъ какъ, по условйю, (& 9) координаты средины разсматривае- 
мой хорды, то 


о 2 ПЕНИ. 
=, И ,,,.,. (198) 


Изъ равенствъ (197) получим 
э. -- 4 = ЕЕ + 4), 
у У = 2-м (ВЫ). 
Сопоставляя эти два соотношен1я съ (198), находимъ 
аа. т(нь) =0...... (99. 


Коэффищенты Ги т не могутъ одновременно равняться нулю, 
такъ какъ при подобномъ допущен!и уравненя нашей хорды пред- 
ставились бы одновременно въ видЪ 


ЕЕ, У —\, ' " 


т. е. наша хорда была бы параллельной, какъ оси х-овъ, такъ и оси 
у-овъ, что невозможно. 
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Такимъ образомъ, изъ (199) выводимъ, что. 


Я ь (0) . . 8 . . Е . > . (200) 


Какъ уже знаемъ, значеня Ниь, соотвЪтствующ!я точкамъ 
пересЪченя прямой (196) съ коническимъ сфчешемъ : 


И (&, = 0, 


юопредфляются изъ уравненя 


9 9] 
ТЕ-И, + тд —= НЫ 9 + ( т 0 Е-(АР-+2 т + Си?) 2=0. (201) : 


Въ силу условя (200), если (=, ч) представляютъ координаты 
средины разсматриваемой хорды, послЪднее уравненше должно имфть 
корни, отличающиеся только знакомъ, а это возможно лишь въ слу- 
чаЪ, если въ немъ коэффищентъ при # равенъ нулю, т. е. когда 


9/ 97 

[ т = 0... 202 

ВЕ г (202) 
ПослЪднее уравнеше, представляющее зависимость между ко- 

ординатами средины любой хорды съ угловымъ коэффищентомъ 
т е 

ИЕН будетъ уравнешемъ искомаго геометрическаго мЪста. 


ЗамЪчая, что 


9 тк 
Е = 2 (4Е+ В+ Ь), 
а 
=2(ВЕ+ С+ В), 


ВЪ видЪ 
‹ (АЕ Лт В) + = СВЕ Са Е) =0, .. . (203) 


откуда видимъ, что искомое геометрическое мЪсто представляетъ 
прямую. 

Итакъ, зеометричеекимь мьъетомь срейних параллельныхь между собою 
тордз будеть прямая. 

Эту прямую назовемъ (аметромь, сопряжениымь сё направленель 
Занныть-хордь. - Е 
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Замфчая, что направлене хордъ опредфляется угловымъ коэф- 
фищентомъ а или, чтб то же, коэффишентами Ё и т, будемъ говорить 
для краткости, что даметрь (203) сопряжень 65 паправлешемь (1, т) 
или вь направленемь 7. 

131. Уравнене (202) или, что то же, (203) обратится въ простое. 
тождество, если коэффишенты при Е ими свободный членъ въ немъ 
обратятся въ нуль, т. е. если 


АтВ=0. В тб =0.  ШФ-тЕ=О. 


9 
7 › ПОлучимъ 


М—= АС— В =0, №М= АЕ-- ВР —=0, 


Исключая. изь послЪднихь выраженйй == 


а подобная зависимость между коэффищентами, какъ извЪстно, бу- 
детъ только въ томъ случаЪ, когда коническое сЪчене представляетъ 
пару параллельныхъ или совпадающихъ прямыхъ. у 

132. Найдемъ теперь зависимость, существующую между угловымЪъ 


. . ай : : 
коэффищентомъ хордъ я — , и угловымъ коэффищентомъ диаметра, 


сопряженнаго съ ними. 

Обозначимъ угловой коэффищентъ послфдняго черезъ а., тогда 
изъ (203) находимъ 
| и=- “о (204) 

ВС 

Отсюда заключаемъ что, вообще, съ измЪнешемъ направлен я 
хордъ, т. е. коэффищента х будетъ измЪняться И а. 

Посмотримъ, при какихъ условяхъ коэффищентъ 2! не зависитъ 
отъ 9. 


Зависимость (204) можно написать такъ: 
(АыВ) Е я (ВО =0. 


Послфднее равенство будетъ справедливо при всевозможныхь ЗНа- 
ченяхъ 2, если одновременно имфютъ м$сто равенства ! 


За 0. = ВЕ 60, 


ОпредЪфляя отсюда 2:, получимъ 


а — —- Е Я 


з 
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откуда имфемъ, что 
АС— В —=0. 


Послфднее соотношене покаЗываетъ, что наше коническое сЪче- 
не представляетъ параболу. Наоборотъ, при выполнен!и услов!я 


АС— № =0 


для а изъ (201) получимъ значеше, не зависящее отть я, именно. 


ОЙ П 


с о 


— 


Т. ©. 65 случаь параболы весь бзаметры параллельны нежду собою, и урав- 
неше любо изь нить будеть 


= рее Ва 


или 
Ах 4 Ву к=0, 


гдЪ числа Хи Ё различны для различныхъ д1аметровъ. 

Во всЪхь другихъ случаяхъ направлен!я д1аметровъ измЪняются 
съ измънешемъ направленйя сопряженныхъ съ ними хорлъ. 

Оставляя теперь въ сторонЪ параболу, обратимся къ зави- 
симости (204). Представляя ее въ видЪ 


А-В (а Га.) + С —=0,... (205} 


видимъ, что выражеше (205) симметрично относительно & и 1. 

Отсюда заключаемъ, что, если будемъ проводить хорды парал- 
лельно разсматриваемому д!аметру, т. е. имъющия угловой коэффищ- 
ентъ о, то сопряженный_съ ними даметръ будеть имЪть угловой 
коэффищенть э. | 

Такимъ образомъ, ВИДиИМЪ, что существуеть безнислениюое мнозио- 
ствв парь даметрова* обладающилкь птьмь свойствомь, что хорды, парал- 
лельныл одному из нихь, дьлятен другим пополаме. 
| Таже даметры носятъ назване озеймно сопряженныхь друзь съ друюмь 
Оаметровь. ^ 

133. Посмотримъ теперь, существуютъ ли взаимно-перпендику- 
пяриые сопряженные даметры, т. ©. таке, которые дфлятъ пополамъ 
хорды перпендикулярныя къ пимъ. 


< 
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.. Не нарушая общности, можемъ предположить, что оси коорди- 
натьъ прямоугольн:я. ь 

Такъ какъ искомые сопряженные даметры должны быть перпен- 
дикулярны между собою, то коэффищенты а и о! кромЪ зависимости 
(205) должны удовлетворять условю перпендикулярности 


. 


чо -— — 1. 
* 


Изъ этого условя и (205) находимъ 


Зная сумму и произведене х и а;, найдемъ квадратное уравнеше, 
корнями котораго служатъ эти числа; оно будетъ 


| `В -А— ОВ =0... --. с: 29 
Такъ какъ 
(А — (+48 > 0, ^ 


то послъднее уравнене всегда имЪетъ дЪйствительные корни, т. е. 
всезда существуеть пара взаилто-перпендикулярныхь сопряжениыхв озамет- 
ровь Эти даметры носятъ назван!е осей симметрии кривой или злавныхь 
Эаметровь. 

134. Пользуясь этимъ опредвлешемъ осей симметр!и очень легко 
написать ихъ уравнения. 

Р\ышимъ, напримЪръ, такую частную задачу: найти оси. симметрии 
кривой 

Р(ж, у) = 4? +- бху-- 4у? — 2#--5у—1==0, 


отнесенной къ прямеугольной системЪ координатъ. 
Уравнене д1аметра, сопряженнаго съ направленемъ о, таково: 


97 9 _ 
р + а ду — 0, 
или въ данномъ случаЪ 

| 2+ бу —2 {а (6х + 8у--5) = 0; 
угловой коэффищентъ его 


2- ба 1-Е 98. 


21 — — ба ЗЕ’ 


‘если этоть даметръ представляетъ ось симметр!и, то для него ях, — —1, 
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т.е 
2 3 _ 
ЗН 4а — 
ИЛИ 
 —яв— 1 = 0, 
откуда 
НЙ ВЕ 
ое 


Такимъ образомъ, уравнены осей симметрии разсматриваемой 
кривой будутъ 


2+ 6у— 2+ (+И5) о ж. ей 


—_|Б} Е 
2% +бу—2+ Ч то Еву 5) 0 


135. Уравнеше (206) обращается въ простое тождество, когда 
А—С-—0, В = 0. 


ПослЪднЁя условя показываютъ, что въ этомъ случаЪ разсматри-. 
ваемая кривая—кругъ. 
Полагая въ (205) 


#1 ВЕ 0 


получимъ, что до, -- 1=0, т. е., что въ круг всЪ сопряженные. 
дламетры взаимно-перпендикулярны, —результать ИзВЪСстныЙ изъ эле- 
ментарной геометрии. 

136. До сихъ поръ направлене хордъ было у нась произвольно. 
Посмотримъ, каково будетъ уравнеше дламетровъ, сопряженныхъ съ 
асимптотическимъ направленемъ. 

Угловой коэффищенть о какого-либо асимптотическаго напра- 
вленя, какъ намъ извЪстно, опредЪляется изъ уравнешя 


А +2 Вх + 022 — 0, ии о 


Если черезъ о обозначимъ угловой коэффищенть сопряженнаго 
съ нимъ направлен!я, то по предыдущему между а и а, должна быть 
зависимость (205). 

Вычитая равенство (207) изъ равенства (205), получимъ 


(9-0) (В ое. . (208) 
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Второй изъ множителей въ нуль не можетъ обратиться, такъ 


. В 
какъ, полагая его равнымъ нулю, получимъ дляо тт ‚ если 


теперь подставимъ вмЪсто ях его значеше въ (207), то получимъ, 
что 


АС — И == 
т. е., что разсматриваемая кривая парабола; этотъ случай мы исклю- 


чили, а потому изъ (208) имЪемъ, что а; = 2, т. е., что асимитотическое 
иаправлете сало ©5 собою сопряжено. 
Итакъ, уравнене дламетра, сопряженнаго съ самимъ собою, будетъ 


ЕАО в в: 


ах 9 Ё 


‚ . (209) 


гдЪ а корень уравненя :208), а если такъ, то уравнеше (209) пред- 
ставляетъь ничто иное какъ асимптоту. 

Итакъ, иснмнтома представлять Фаметрь, сопризюенный съ самимь 
собою, или, иначе, аспмитота дълить пополамь хорды, параллельныя ей 
самой. г 

Этотъ на первый взглядъ парадоксальный выводъ объясняется легко, 
если вспомнимъ, что всЪ хорды, имъющия асимптотическое направлене 
пересфкаютъ кривую въ одной точкЪ на безконечности; слВдовательно, 
средины этихъ хордъ, тоже находяцияся на безконечности. и предста- 
вляютъ точки пересфченя ихъ съ параллельной имъ асимптотой. 

137. Пользуясь только-что выведенными свойствами асимптотъ 
легко написать ихъ уравнения. 

Пусть, напримфръ, требуется найти уравненйя асимптотъ кривой 


452 -— 10ту— у? — 2х Е 5у— 3=0. 
Уравиен!е д1аметра. сопряженнаго съ направленемъ а, будеть 


8х — 105 — 2 {2 (— 10 — 2у { 5) =0; 


Если нашъ д1аметръ представляетъ асимптоту, то для него в,-=9, 
а потому для опредфленя я въ этомъ случаБ имфемъ уравнене 


4 — 5% _ р 
Ба 
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ИЛИ 
о? -|- 10а—4-=0, 
откуда 
а=—5-+И99. . 


Такимъ образомъ искомыя уравнешя асимптотъ будутъ 


8 — 109у—2 (БИ 29) (10% +2, —5) =0, 
81 — 109—2- (—5-У 299) (10=-+2,— 5) =0. 


138. Мы оставили пока въ сторонЪ параболу. Очевидно, такъ 
какъ всЪ ея даметры параллельны между собою, то взаимно-сопря- 
женныхь даметровъ она не имфетъ. Легко видЪть, однако, что она 
имЪетъ одинъ главный даметръ или ось, т. е. такой дламетръ, кото- 
рый дфлить пополамъ перпендикулярныя къ нему хорды. 

Ву самомь дЪлЪ, угловой коэффищентъ а даметра параболы 
равенъ (см. $ 131) 


Если предположимъ, что нашъ дламетръ представляеть ось кри- 
вой и что оси координатъ прямоугольны, что мы всегда можемъ 
предположить, то угловой коэффишентъь о сопряженныхъ съ нимъ 
хордъ, какъ прямыхь перпендикулярныхъ къ оси, будетъ удовлетво- 
рять условию | 


90 == |, 


т. е. будетъ равенъ 


найдемъ уравнене искомой оси. 
Итакъ, парабола имтоть одну ось. * 

139. Докажемъ теперь слЪдующую интересную теорему: 
баметромь коническаю впмешя, сопрловеннымь сь направленемь какой- 
либо касизтсльной, будеть Фаметузь, проходлиий черезз точку  васаная 
Этой касательной. 
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Въ самомъ дфлЪ, уравнене касательной въ какой-либо точк 
{г1, \\) кривой ‘будетъ 
99. 9 
НЫ, 
9х ду: 


откуда найдемъ, что угловой коэффищентъ ея равенъ 


Подставляя въ уравнен!е д1аметра, сопряженнаго съ этимъ напра- 
вленемъ о, т. е. въ уравнеше 


ее 
9х ду 


[и 


вмЪсто а его значене, получимъ уравнен!е искомаго д1аметра, сопря- 
женнаго съ направлешемъ данной касательной въ видЪ 


Я и 
ду 1 | ох 9х! у ду . 


Подставляя въ это уравнене х, вмЪсто х и у, вмсто у, Видимъ, 
что оно удовлетворяется, т. е., что нашъ даметръ проходить черезъ 
точку (хи, 91). 

Такимъ образомь, теорема доказана. р 

Какъ сльдств!е изъ нея вытекаетъ, что касательныя, проведенныя 
въ концахъ какого либо даметра, параллельны между собою. Въ 
самомъ дЪлЪ, обЪ онф параллельны хордамъ, которыя дфлятся этимъ 
дламетромъ пополамъ. 


Центръ. 
140. Уравнеше даметровъ какой либо кривой 2-го порядка 


Г (х, У=Ах + 2Вху-+ б-+2рх-+2у+ЕР=0. 


имЪеть видъ 
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или, въ раскрытой форм, если при этомъ положимъ -р = 
(Ах- Ву+ 1) +а(Вх-| Су -- 8) 0; 


При измЪнени а отъ. — со до <> послЪднее уравненНе пред- 
ставляетъ уравнен!е пучка прямыхъ, проходящихъ черезъ точку пере- 
сЪченя двухъ прямыхъ, уравненя которыхъ 


р + В+ —50, 
хХ 


ен 0 
се -= Вх + Су+ Е-- 0. 
у 


Эта точка пересфченя всЪхъ д1аметровъ кривой 2-го порядка 
носитъ назваше центра. Координаты этой точки найдемъ, рфшая 
уравненя (210). 

Если обозначимъ эти координаты черезъ (а, Ь), то для НИХЪ 
легко получимъ слБдующя выражен]я: 

_ ВЕСЬ в — вр— АВ 
Аб ' Аб 

Числа (а, 5) будутъ конечны, если АС — 52 +0, т. е. въ случаЪ, 
когда кривая представляетъ эллитеь, зиперболу или пару пероськаю- 
щихся прямые. Эти кривыя поэтому носятъ название иситральныхь. 

Если АС— В?—0, а числители выраженй для аи Бр не равны 
нулю, т. е. если кривая представляетъь параболу’ то а и р имъютъ 
безконечныя значеня, т. е. центръ лежитъ на безконечности. 

Итакъ, зарабола иметь центръ на безконечности или, какъ гово- 
рятъ иногда не совсЪмъ правильно, не имфетъ центра. 

Наконецъ, если при АС— В —0 имфеть мъсто соотношене 
Вр АЕ= 0, то кривая представляетъ пару параллельныхь или 
совпадающихъ прямыхъ; въ этомъ случаЪ два уравнен!я (210) приво- 
дятся къ одному, и кривая имфетъ прямую центровь. 

141. Нетрудно показать, что в5 центрь весь протодяшщёя  черезь 
нею хорды дълитея пополам. 

Замфтимъ, что уравнешемъ всфхъ хордъ, проходящихъ черезъ 
центръ, т. е. черезъ точку пересЪчен!я прямыхъ (210) 


149% 14/ НЕ м 
—- -== 44+ В +В =0, -— == Вх +- Су Е=0, 
2 9 ь 2 9% 
‘будетъ, какъ извЪстно, уравнене 


(Ах + Ву 1) + (ВЕ Су+ Е) =0, 


А. П. ИВЕБФРСКЙ, ‘АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРИИ. 13 


а 


га 


у 
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гдф а измВняется отъ — © до + <о. Другими словами, всЪ эти хорды 
будуть ничфмъ инымъ, какъ даметрами кривой. 

Положимъ. что кривая центральная, и возьмемъ теперь два 
какихъ-либо сопряженныхъ д!аметра. Какъ извЪстно. средина одного 
изъ нихъ непремфнно лежитъ на другомъ, а такъ какъ эти даметры 
пересвкаются въ центрЪ, то эта средина и совпадаетъ съ центромъ, 
Такимъ образомъ теорема наша доказана. 


Каноническ!я формы уравнешй кривыхъ 2-го порядка. 


142. Мы видЪфли при изслфдовани вида кривыхъь 2-го по- 
рядка, какъ упрощаются уравнешя ихъ въ зависимости отъ выбора 
координатныхъ осей. Мы придемъ теперь къ тЪъмъ же результатамъ, 
исходя изъ нФсколько иныхъ соображенй. Эти же соображеня ука- 
жутъ намъ путь, которымъ нужно слфдовать для преобразован!я 
уравнен]й разсматриваемыхъ кривыхъ кЪ простЪйшей или, какъ гово- 
рятъ, канонической форм$. 

Прежде всего посмотримЪ, какую форму примётъ уравнеше кри- 
вой 2-го порядка, если примемъ за одну изъ осей координатъ какую- 
либо произвольную прямую, а за другую даметръ кривой, сопряжен- 
ный съ направлемемъ первой прямой. 

Пусть уравнен!е нашей кривой будетъ 


| (=, у) = А? + 2Влу + Су? т2Ох-- 2Еу+ Е =0. . (212) 


Примемъ за ось у-овъ какую-либо прямую, а за ось х-овъ да- 
метръ, сопряженный съ направлейемъ оси у-овЪ. Такъ какъ уравне- 
не оси у-овъ х=0, то уравнене `сопряженнаго съ ней д1аметра 
получимъ, полагая 1=0 въ общемъ уравнеши маметровъ 

1 ой т Е = 0; 
0х ..09 


( 
такимъ образомъ, уравнен!е это будетъ 
ты ой 
и о за А 
По нашему условю даметръ (213) долженъ совпадать съ осью 
х-овъ, т. е. его уравнене должно быть у==0. Къ послфднему виду 
уравнене (213) приведется лишь тогда, когда въ уравнеши (212) коэф- 
фищенты Ви Е равны нулю, т. е. когда уравнене (212) имЪетъ видъ 


Ре) = Аа + С + 20 Е=0. ... (244) 


Итакъ, если ось ж-065 представляеть дзаметръ, сопряженный съ направле- 


‚ 
зиемь оем У-овь, тд в уравнеше кривой ие ваодять члены, заплючаюцие 
координату У вз первой степени. . 

143. За ось у-овъ можемъ принять касательную, проведенную въ 
концЪ даметра, такъ какъ Ламетръ, сопряженный съ направленемъ ка- 
сательной, проходитъ черезъ ея точку касан!я съ коническимъ сфчешемъ. 

При подобномъ выборф координатныхъ осей кривая проходитъ че- 
резъ начало координатъ (черт. 85), т. е. ея уравненше удовлетворяется 
координатами: 1=0, у=0, а это возможно лишь тогда, когда Е-—0. 


у 


черт. 55. 


Итакъ, если за оси у-08% и х-овь приняты соотвитетвенно касательная 
9 сопряженный сь нею Фаметрь, то уравнеме кривой будеть вида 


Р (а, у) == Аа? + Су 210. ..... (215) 


144. До сихъ поръ мы разсматривали любую кривую 2-го порядка; 
положимъ теперь, что разсматриваемая кривая представляетъ параболу. 
Выражене М=АС— В* для уравненя (215) приводится къ 
виду АС, а потому въ случаЪ параболы АС =0. Коэффищенть С не 
можеть равняться нулю, ибо тогда уравнеше (215) представляло бы 
р 
пару прямыхъ, а потому А — 0; полагая еще -р; = — р, приходимъ къ 
заключено, что, еслн за ось у-066 и 24-065 приняты соотвютственно каса- 
этельнал и сопбпокенный есь’ нею бламетрь, то уравнене параболы будетз вида 


Яр оса”. В 


145. Вернемся, однако, къ уравненю (214). Допустимъ, что наша 
кривая центральная, т. е. что АСЗ 0. Мы знаемъ, что тогда кривая 
имфетъ безчисленное множество паръ сопряженныхъ дмаметровъ. 

Примемъ теперь за ось у-овъ не любую хорду, сопряженную съ 
дламетромъ, который по нашему условю совпадаетъ съ осью х-овъ, 
а даметръ, сопряженный съ этимъ послзднимъ щаметромъ. 
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Такь какъ’ уравнене оси х-овъ у=0, то уравнене дйаметра, 
сопряженнаго съ нею, будетъ въ данномъ случаЪ, очевидно, 


—- + 9 
== Аж О=0. ....... [ВИ 
2 дх т" ре 
По нашему условю этотъ даметръ долженъ совпадать съ осью 
у-овъ, т. е. его уравнене должно приводиться къ виду х=0, а это 
возможно лишь тогда, когда коэффищентъь О въ уравненйи (217) ра-. 


А 


венъ нулю. 
Итакъ, если отневемь центральное коническое спчеше къ двум взаимно, 
сопряженнымь Оаметримь, шо уривноше ею приметь видь 


Аа? бРЕ=о, ооо М 


эт, е, ме будеть заключать первыхть стененсй копрдинать. 
146. На основан!и сказаннаго легко ршить сл$дующую задачу: 
найти уравнешя вспхь нентральныть копичевкить въчетй, для которыль прямых: 


иж -- бу + в =0, ак Е и + < =0 


представляють пару сопряженныхь Яаметровл. 
Если первую изъ этихъ прямыхъ примемъ за ось у’, а вторую за 
ось =’, то формулы перехода отъ осей хи укъ осямъ х' и у будутъ (см. $ 61} 


я = № (ах - Бу + д, У = К (ах + Шу @), 


гдЪ ри К коэффищенты, зависящие отъ угловъ, образуемыхь нашими 
новыми и старыми осями. Уравнен!е центральныхъ коническихъ сфченй, 
для которыхъ сопряженными д1аметрами будутъ оси х'’и У, какь мы 
видфли, въ предыдущемъ &$-Ъ, будетъ 


А? + Су + Е=0. 


Подставляя сюда значеня х’и у черезь х иу и обозначая для 
краткости черезъь А; и С, соотвфтственно числа 41? и СЁ, получимъ 
уравнен!е всфхъ искомыхъ коническихъ сфчешй въ видЪ 


А: (ах + [7 + с) - С, (ах + [0 -- в, )? -- Е = 0. 


Здфсь коэффищенты А., С, Е неопредфленны, причемъ А, и С, 
отличны отъ нуля. 

Дъля на одного изъ нихъ все уравнене, видимъ, что для полнаго 
опредфленя коническаго сфчешя по пар сопряженныхь даметровъ 
необходимо еще два условя. | 

147. Мы показали, что уравневя коническихъ сфченй могутъ 
быть приведены къ одной изъ двухъ каноническихъ формъ: къ виду 


Ах? + Су Е=0 
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ъъ случаЪ центральныхъ кривыхъ и къ виду 
я у — 2рх 
въ случаЪ параболы. 

Покажемъ теперь, какъ на самомъ дЪлЪ привести общее ура- 
знене кривыхъ 2-го порядка къ одному изъ указанныхъ видовъ. 

Начнемъ съ приведен!я уравнен!я центральныхъ кривыхъ. 

Пусть к з р 

[ (т, у) = Аа? - Ву + Су 2 0х + 2Еу т Е= 0. . . (219) 


представляетъь уравненше какой-либо центральной кривой. Координаты 
ея центра (а, 6) найдемъ изъ уравнешй 
ь м 91 


0% ду — 


= 0, 0. 

Такъ какь мы желаемъ отнести нашу кривую къ сопряженнымъ 
дламетрамъ, то прежде всего перенесемъ начало координатъ въ центръ, 
оставивъ при этомъ направлен1я осей прежними. 

Если черезъ (17, у’) обозначимъ координаты любой точки по отноше- 
ню къ новой систем координатъ, то формулы преобразованя будутъ 


ъ 


- ия а, У —= и +В, 
а, слЪдовательно, уравнеше кривой въ новыхъ координатахъ будетъ 
т у 1! а и / 9} /о - # го 
Тат, оу) =Р(@а в +х т. 56 "(= + 2Вх' у’ Су?) = 0. 
, Е 
ЗамЪчая, что (а, 5) координаты центра, т. е., что 
9 9 
О т 
да ов 
приведемъ послЪднее уравнеше къ виду 
Г (аз, Ву) = Г (а, В) + Аа -- 2Вгу + Су = 0. . (220) 
Итакъ, *озда центръ кривой 2-0 порядка находится въ начали координать, 
8% ея уравнеши отвутствують члены, 1-10 измтрещя относительно координать. 
148. Легко доказать и обратное положение: если вз уравнени цен- 
тральной привой отсутетвують члены, 1-0 измпреня относительно  коор- 
Эинатъ, то центръ ея находится въ нацалт координать. 
ДЬйствительно, пусть уравнене нашей кривой будетъ 
Аа - 2Взу + Су? Р=0, 
причемъ по услозю, АС—В* отлично оть нуля. 
Координаты центра опредфлятся изъ уравнен!й 


0 ы г. 94 _ Ра 
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которыя имфютъ единственныя рышеня 
& 0, у—0. 

149. ЗамЪтимъ, что въ уравнешми (220) коэффищенты при чле- 
нахъ 2-го измЪрен!я остались прежние; ‘что касается независящаго отъ. 
координать члена, то его вычислене производится очень просто, 
если замфтимъ, что при какихъ угодно значеняхъ х, у иметь мЪсто 
тождество 


т. 97 а 
Га, = +95} ра вт 


какъ въ этомъ нетрудно убЪдиться. составивши выраженя для 


97 4 а. 
РУ ду’ 


Подставляя въ наше тождество @ и 6, вмфсто к и у и замЪчая, 
что, такъ какъ а и 6 координаты центра, то 


97 _ 1 _ 
аае= 28% 
найдемъ 
ав) =Ранвьнчтег. ...... (22 


Число [ (а, В) обозначимъ черезъ Р’. у 

150. Теперь дальнфйшая задача заключается въ поворотЪ осей 
такимъ образомъ, чтобы онЪф совпали съ парой сопряженныхъ д!а- 
метровъ. 

Формулы преобразованя координатъ, соотвфствующия ихъ пово- 
роту, какъ извЪфстно (см..8 34), таковы: 


и == ру + ду, у’ = --3у,. . , . (222) 

ГДЗ р, 40.7, 3 зависять отъ угловъ, составляемыхъ новыми осями со 

старыми. Эти углы намъ надо выбрать такимъ образомъ, чтобы ура- 

внене нашей кривой въ координатахъ (=”, у’) имЪло каноническую 
форму 

| ЗА Зо ЕО. оса а 8 


замфтимъ, что при преобразовани (222) независяций отъ ко- 
ординать членъ не измфняется, въ чемъ легко убЪдиться. 

Указанный нами путь для преобразован!я уравненя на практикЪ 
крайне неудобенъ, поэтому мы изложимъ здфсь другой способъ, при- 
надлежаций англ скому математику Булю (Воо]е} и дающий возмож- 
ность легко привести уравнен!е кривой къ сопряженнымъ даметрамъ. 
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Способъ Буля основанъ на свойствЪ нфкоторыхъ функшй коэф- 
фишентовъ уравнешя 2-й степени не измфнять своего вида и число- 
вого значешя при замфнЪ одной системы координатныхъ осей дру- 
гой, имЪющей съ ней общее начало. 

Пусть имЪемъ двЪ подобныя системы координатъ (л’, у’) и 
(#, /');` уголъ между осями первой системы обозначимъ черезъ ®', а 
между осями второй черезъ ‹” (черт. 86), 

Нусть формулы преобразован!я булуть (222). Подставляя въ 
трехчлено 

А у п 


я + 


Э У 


черт. 96. 


вмЪсто 2’ и у’ ихь значешя (299), приведемъ его къ виду 
А" 2Ву" + Су, 


гдЪ А:, В, С, опредЪленныя числа, зависящя отъ Л, В, С, р, ч, № $. 
Такимъ образомъ, имБемъ тождественно для ветхь значенй д’ у, 
1", У’, связанныхъ соотношенями (227), 


Аз’? + ЭВ’ Е Су = Ал” + ОВ + Су. (294) 


Пусть (х, у) и (=, У) будутъ координаты НЪкоторой точки М 
плоскости относительно старой и новой системъ координатъ; выражая 
разстоянйе г ея оть Вачала координатъ въ координатахъ (5, у’) и 
(т, у’), найдемъ, что 


А Ру 27у' с08 ®' = д" 4 у 2" у" с0$ &". .. . (295) 
Умноживъ теперь (295) на неопредЪленный множитель ^ и сло- 


живъ съ (224), получимъ 


(АЧХ =? +2 (В -Е А соб, жи (С-- №) у? — 
= (4, +) "2 2 (В, + 7. сов о) у" + (С, +2) у... (996) 


* 
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Выберемъ теперь Х такъ, чтобы лЪвая часть тождества (226) 
представляла полный квадратъ; тогда то же самое значене Х обра- 
титъ и правую часть въ полный квадратъ. Въ самомъ дБлЪ, въ этомъ 
случаЪ лЪфвая часть (226) представится въ видЬ 


(их Е Ву; 


подставляя сюда вм3Зсто (х’, у’) ихь значеня (222), преобразуемъ ее 
въ выражене вида 
| (ила” -- Ву")? 


ра 


т. е. тоже въ полный квадратъ. 
Итакъ, услове, что лЪвая часть (226) представляеть полный 
квадратъ, т. е. условие 


цы о Абкуе т (А+ ^) (СТ (В + ^ соо =0... о. (297) 
Фиспрелльнио влечеть за собой услове - 
(А, + ^) {С + 2.) те (В, + ^со$ и")? =... (228) 


которое выражаетъ, что правая часть тождества (226) представляетъ 
точный квадратъ. ; 

Такъ какъ уравнешя (227) и (228) удовлетворяются однилиь и 
пньми же значенями ^, то коэффищенты въ нихъ должны быть про- 
порщональны. Замфчая, что уравнеше (227) можеть быть представлено 


въ видЪ 
| - АНС—2В соз в АС— В? 
78 > — 
: | $1? в т 51? о’ — о, 
а уравнене (228) въ видЪ 
АС, — 28, соз в" А;С, — В 
226 21 1 1 д 1“ В = 
ее $112 о" А Зо" $, 


видимъ, что 
А-С—2Вс0$%’ _ А1--С,—2В, с05%" 


Шо" Ш? о" , 


(229) 


Какъ легко видфть, выражен!я, стояшёя въ обЪфихъ частяхъ ра- 
венствъ (229), имъютъ совершенно одну иту же форму по отношенио къ 
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жоэффищентамъ даннаго и преобразованнаго уравненя. Эти выражен{я 
носятъ назван! инварёантовь этихъ уравнений. 

Если оси (а", У’) ‘совпадаютъ съ направленями двухъ какихъ- 
либо сопряженныхъ дламетровъ, то, такъ какъ въ уравнении (223) коэф- 
Ффищенть В, = 0, равенства (229) обратятся въ слЪдующи: 


аи 
д, ИЕ С ль» (4 +с—2в с05 ®'), 
с сх @30 
Е 
216, = ты (АбЫ— В*) 


Отсюда, зная АСВ и Углы ®'и ®", можемъ найти коэффищенты 
преобразованнаго уравнен!я Ари С. 

151. Интересенъ частный случай, когда какъ первоначальная, 
такъ и преобразованная система координатъ прямоугольны, причемъ 
‘оси координатъ (я", у") совпадаютъ съ осями кривой. 


Въ этомъ случаЪ ф' =" — >. и равенства (230) обращаются въ 
слЪдующя: 
А, -- С — А и @ А: С =— АС— В2. 


Коэффищенты 4, и С, представляютъ корни квадратнаго ура- 


й—(А ОЕ АС В=0..... (231) 
Корни эти всегда дЪйствительны, ибо 
6 
2 —бС)2 : 
: =“ (46— В") — _ - В == 0. 


Знакъ равенства будетъь имфть мЪсто въ случаЪ, когда А = Си 
= 0, т. е. въ случаЪ круга. 
РЬшая уравнене (231) и обозначая его корни черезъ: А; и С, 
нчапишемъ уравнеше кривой, приведенное къ осямъ симметри, какъ 
къ осямъ координатъ, въ видЪ 


Ад”? + Си"? -- Е — 0. 


152. Перейдемъ теперь къ преобразованию уравнен!я параболы къ 
кановическому виду 


р = Зрх. 
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Вся задача сводится къ нахождению числа р. 

Предположимъ для простоты, что первоначальная ‘система ко- 
ординать прямоугольна, и примемъ за новыя оси координатъ ось 
симметр!и и касательную въ вершинЪ параболы. 

Пусть уравненше 


Да? -- 2Вжу - Су? + 2Пх + ЗЕ Е- О 


представляеть уравнен!е параболы; полагая А==0, умножимъ это 
уравнеме на 4; тогда въ силу условя 


АС = В?, 
характеризующаго параболу, напишемъ наше уравнен!е въ. видЪ 
| (Аж-- Ву) -- ЗАРж + ЗАЕу Е АЕ=О. . . . (232 


Уравнен!е оси симметри, какъ даметра параболы, будетъ, какъ 
извЪстно (см. $ 132), вида 


А-В =0, ....... т 09 


гдЪ К нфкоторая опредфленная постоянная. 
Уравнене касательной въ вершинЪ, какъ прямой, перпендику- 
лярной къ оси симметри, будетъ 


Вх — Ау =о, (234) 


гдЪ й тоже опредЪфленная постоянная. 
Если примемъ прямую (233) за ось 2’, а прямую (234) за ось у 
то уравнене параболы должно привестись къ виду 


Е 2 она о В 
причемъ формулы преобрафванйя будутъ 
И РЕ о 
оо о 


Подставляя эти значеня я’, у’ въ уравневе (235), посл неслож- 
ныхь вычисленй приведемъ его къ виду 


(Ах ВУ --9 (АКРВУ А-В) х | ВЕЕРА 48 Ву 


АЕ 2 И +В = 0. 
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ПослЪднее уравнене должно быть тождественнымъ съ (232), а 
потому изъ сравнешя коэффищентовь имъемъ 


АЕ -- ВИ 42 -- В — АГ, ВЕ+ЬАУ Аз Ва == АК, 
А --2ВУ А в — АЕ 
Изъ первыхъ двухъ уравненй, находимъ, что 


_ А (АЕ ВР) 
ОИ 


Число это всегда конечно, ибо знаменатель послЪдняго выра - 
женя отличенъ отъ нуля. Знакъ  передъ радикаломъ выбираютъ 
обыкновенно такъ, чтобы р было положительнымъ. 

Такимъ образомъ, вопросъ о приведен!и уравненя параболы къ 
простЬйшему виду рЬшенъ. 

Если бы выражене для р обратилось въ нуль, т. е. если бы` 

р { 


АЕ— ВЛ = 0, 


то тогда (см. 8 114) кривая (232) представляла бы не параболу, а 
пару параллельныхь или совпадающихь прямыхъ и, слфдовательно, 
ея уравнене не могло бы быть приведено къ виду (235). Въ этом 
случаЪ и не было бы никакой нужды приводить уравненене къ про- 
`стъйшему виду, и уравнен1я прямыхъ, которымъ оно соотвфтствуетъ 
можно было бы получить прямо способомъ, даннымъ въ 6 114. 


Эллипст, и гипербола. 


153. Мы видфли только что, что если за координатныя оси принята 
пара сопряженныхъ д1аметровъ центральной кривой, то уравнене ея` 
приводится къ виду 


Ал” + Су Р=о....... (236) 


Исключимъ случаи: 1) когда коэффишенты А, С и! имЪъютъ 
одинъ и тотъ же знакь, т. е. случай, когда кривая представляетъ 
Мнимый эллинсъ, и 2) когла Г — 0, т. е. когда кривая распадается 
на пару мнимыхъ или дъйствительныхъ, перес5кающихся прямыхъ. 

ПослЪ исключеня упомянутыхъ случаевъ, уравнене (236) будетъ 
представлять либо эллипсъ, либо гиперболу. Первое будеть тогда, когда 
46 >0и второе, когда 4С < 0. Такъ какь въ первомъ случаЪ 
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‚знакъ /отличенъ отъ знака 4 и С, то, полагая 


А 1 С 1 


т Е 


найдемъ уравнене эллитеа, отнесенное къ сопряженнымь дламетрамъ, 
въ видЪ , 


2? 2? 


ва 


м2 РЕ 1 Е 0. . . . . . . . (237) 
Если предположимъ въ случаЪ гиперболы, что знаки у Аи КЕ 
различны и, слфдовательно, у Си Е одинаковы, то, ‘полагая 


получимъ уравнеше зпперболы, отнесенное кь сопряженнымь даметрамь, 
въ видЪ 
52 9? 
1 = 0... . 6 (238 
а? Ь ( 3 ) 
ЗамЪтимЪъ, что зимербола (238) называетвя равносторонней, козда 
а = 6. 
Уравнен!я (237) и (238) можемъ представить въ вид одного. 
уравнения 


О сроке 00 


ГДЪ = имфеть значене + 1 или — 1 въ зависимости отъ того, бу- 
детъ ли разсматриваемая кривая эллипсомъ или гиперболой. 

154. Положительныя числа а и Ь прелставляютъ длины двухъ 
сопряженныхъ . полудаметровъ, причемъ въ случать читерболы число а 
называется длиной Опйствительнею полудбзаметра, а число 6 — мнимоло. 

Если за оси координатъ приняты оси ‘кривой, то а и В носятъ 
назване полуосей. 

Въ послёднемъ случаЪ мы всегда будемъ предполагать, что въ 
эллипсЪ а >В, и будемъ называть а большой полуосью, а 5 малой. 

Точки пересёченя большой оси съ эллипсомъ и дЪфйствитель- 
ной оси съ гиперболой носятъ назван верниинз кривой. | 

- 155. Пользуясь свойствомъ инвар!антовъ, можно легко доказать 
знаменитыя теоремы Аполлошя, даюция зависимости между длинами 
двухъ какихъ угодно паръ сопряженныхъ щаметровъ. 
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Отнесемъ какое-либо центральное коническое сВчене сперва къ. 
осямъ кривой, а затьмъ къ парЪ какихъ-либо сопряженныхъ дамет- 
ровъ; обЪ эти системы координатъ имфютъ общее начало. 

Уравневя кривой по отношепю къ первой и второй системамъ. 
пусть будутъ соотвЪтственно 


С 
аа Ра 10 У 1=0..., (240) 
26? , 1 


гдЪ аи В полуоси, аа, и В длины нашихъ сопряженныхъ полуд!а- 
метровъ. 
Пусть ® будетъ уголь между вторыми осями координатъ. Соста- 


вимъ инваранты обоихъ уравненй (240), причемъ замЪтимъ, что для 
перваго изъ этихъ уравнен!й 


а для второго 


с 
| 
© 
| 


1 
21?’ 
а потому, составляя соотвфтствующе инвар!анты, найдемъ 

1 зр ыы 1 я 1 
а? 62 ИР о | а. Гб. 2] 


1 1 


2976? га? 2512” 


. (241 


Второе изъ этихъь соотношен]й можно написать въ видЪ 


926? — о? 25 И, 
‚У 


черт. 87. 


206 
или, такъ какъ а, 6, аа, 6, положительныя числа и ® заключается ме- 
жду Обих, 


аф=а; 1 зш о. 
” < *. 
ПослЪднее соотношен!е имЪфетъ очень простое геометрическое зна- 


чене. Въ самомъ дЪлЪ, (чер. 87) аб представляетъ площадь прямоуголь- 
ника, построеннаго на полуосяхъ кривой, а ив. зто представляетк. 
плошаль параллелограмма, построеннаго на какихъ-либо сопряжен- 
ныхъ полудаметрахъь а, 0; поэтому найденное нами равенство мож- 
но выразитБ слБдующимъ образомъ: площадь париллелолрамми, построен- 
нао на днуль соприженниыхь Фаметрахь цеитральнаю копическало съчетя, 
гнь величииа постолитал, равная площади прямодольника, построепиияо 
не ею осях. 

Это первая жворема Аполлона. 

Переходимъ къ первому изъ равенствъ (241). 

Въ силу первой теоремы Аполлон, т. е. въ силу соотношен1я 


^ аб —= а: И по ее 
оно приводится къ виду 


а? -- =62 — а? + ай”. 


ЗамЪчая, что г = +1 въ зависимости отъ того, представляетъ ли 
наше уравнене эллипсъ или гиперболу, мы приходимъ ко второй 
теоремь Аполлияин. : 

Сумма квадратовь двухь сопряжениыхь полубаметровх для эллипса и 
разность ило Оля зиперболы ость величина постонниая. Она равиа суммть 
квадратозь полуосей вы первомь случаль и разности ить во втором. о 

156. Пусть уравнен!е центральнаго коническаго сфченя, отнесен- 
ное къ осямъ, будеть 

2 2 
ели) в + в —1=0:; 
такъ какъ начало координатъ лежитъ въ центрЪ, то всякая прямая, 
проходящая черезь начало координатъ, т. е. прямая, уравнене кото- 
‘рой у=ах, представляеть даметръ. 

Уравнене д!аметра, сопряженнаго съ даметромъ у == ох, какъ 

извЪстно изъ общей теори, будетъ 
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Такъ какъ въ данномъ случаЪ 
Г 9 % _ 2у 


` 0% а? * ду _ 26? 
то послЪднее уравнене приметъ видъ 
х ау “ 
с т о зо к. Да) 
Угловой коэффищентъ ®: послЪдняго даметра такой: 
ЕН = 


ха? 
Если теперь черезъ в и 3, обозначим углы, составляемые соотвЪтствен- 
но дламетромъ и — эти дламетромъ (242) съ осью 2 овъ, и вспомнимъ, что 


. а — #8, 1 —= 1281, 
то полученное только что соотношене можетъ быть написано въ вилЪ 


ж Г. ей* 
аа! — 28 3, == —- о емо, (23) 
а 
Такъ какъ въ случаЪ эллипса е— + 1, а, въ случаЪ гиперболы 
в —= — 1, то изъ соотношеня (243) видимъ. что въ случа эллипса 


одинъ изъ угловъ В и 3, острый, а другой тупой, т. е. чмо веяне два 
сопряжениые Яамепра эллитеа лежать вь различныхь узлах, образу- 
емыхь осями; въ случаЪ же гиперболы изъ того же соотношен]я ‘выте- 
каетъ, что либо оба угла Зи В, острые, либо оба тупые, т.е. что вь слу- 
чат зиперболы всязе два сопряженные ОФаметра лежать въ одном п 
эпомь эсе Ут, образуемомь осями кривой. 


„о \В 


черт, 88. 
Изъ предыдущаго ясно, что соотношене между угловыми коэффи- 
а р : =б2 
щентами двухъ взаимно сопряженныхъ дламетровъ, именно аа, — — а. 


‘остается тмъ же, когда кривая отнесена къ любой парЪсопряженныхь 
дламетровъ. 
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- 157. Изъ соотношеня (243) можно вывести еще одно интересное 
заключенге. 


Положимъ, что = = + 1, т. е. будемъ разсматривать эллипсъ. 


Если уголъ В будемъ измЪнять отъ 0 до =) тогда, какъ нетруд- 


но видЪть изъ (243), уголъ В, будетъ измняться отъ-=. дот, т.е, (черт. 88), 


если какой либо баметрь зилипса будеть вращаться в какомь либо: 
направлении то и сооряженный с5 нимь бюметуь биудетъ вринаться 
в5 аномь же направлеши. 


Положимъ въ (243) = = — |, т. е. будемъ разсматривать гипер- 
болу; будемъ уголь В измфнять отъ 0 до о. тогда, какъ нетрудно ви- 


дЪть изъ (243), уголъ В, будетъ измфняться от до 0. Если далфе будемъ 
о 
измЪнять уголъ В отъ "> до т, то уголъ В, будетъ измфняться отъ п 


п . 
до Е. Т. е. если какой-либо баметрь зиперболы будет» вращатиея въ 


какомз-либо направлети, то сопряженный къ нимь баметрь будеть 
вращаться въ направлеви противоположномь (черт. 83). 


черт. 99. 


158. Два сопряженные дламетра совпадаютъ, т. е. обращаются 
въ асимптоты, когда В=В:, т. е. когда ®В:= т В(черт. 89). Въ этомъ 


случаЪ изъ (243) находимъ что {28 =--—— . Такимъ образомъ уравнен!я 
[а 


асимттоть зиперболы ‚таковы: 
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слфдовательно, уравнеше совокупности асимптоть типерболы будеть 


Е 
а Ь а Ь а? Ь2 

159. Введемъ еще понят!е о до’олнительныхь хордахь, подъ ко- 
торыми будемъ подразумЪвать любыя двф хорды, пересфкающяся на 
данномъ центральномъ коническомъ сфченми и проходящя при этомъ 
черезъ концы одного и того же д1аметра. Докажемъ, что дополнитель- 
ныя хорды параллельны двумь взаимно сопряженнымь баметрама. | 

Дъйствительно, примемъ тотъ д1аметръ, черезъ концы котораго 
.‚ проходятъ разсматриваемыя нами дополнительныя хорды за ось #-овъ, 
а сопряженный съ нимъ д!аметръ за ось у-овъ. Тогда уравнен!е нашего 
коническаго сфчешя будетъ 


Разсматриваемыя нами дополнительныя хорды проходятъ соот- 
вЪтственно черезъ точки (а, 0) и (-—-а, 0) и черезъь нкоторую точку 
(2, у), лежащую на коническомъ сфчен!и, для координатъ которой, 
слЪдовательно, имемъ тождество 


2 2 
см ву т р 


Уравнен!я дополнительныхъ хордъ, очевидно, будутъ 


д—а_ У за у 
=, РЁ 5 


я—а у На и ы 


а потому угловые коэффищенты ихъ таковы: 


$ 
ПЕ д = #1 — ани. 


НО ры . 
я:— 4 я-а 
Перемножая ихъ между собою и подставляя вмфсто 31” его зна- 
чен1е изъ (244), легко найдемъ, что 


9, = Е. 
я? а а* 
а это и есть соотношенше между угловыми коэффищентами двухъ. 
взаимно сопряженныхъ даметровъ (см. $8 156). | 
160. Пользуясь доказанной теоремой, легко графически рЪшить 
слЪдующую задачу: построить Фаметрь центральной кривой, сопряженный. 
св даннымь. Для этого поступимъ сл5Бдующимъ образомъ. 
А. П. ПШЕБОРСЮЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРУТЯ. 14. 
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Проводимъ какой-либо дламетръ и черезь одинъ изъ его КОНЦОВЪ 
проводимъ хорду, параллельную данному даметру. Соединяя другой 
конецъ дамегра съ точкой пересфченя хорды и коническаго сЪченя, 
получимъ хорду, параллельную искомому д!аметру, сопряженному съ 
даннымъ. Предоставляемъ читателю ршить еще такую задачу: зная 
какой-либо даметрь центральнаго конилескаю спчешя построить ею оси. 

Вопросъ сводится здЪсь къ построеню двухъ взаимно-перпенди- 
кулярныхъ дополнительныхъ хордъ. 

161. Если уравнене кривой 2-го порядка дано въ формЪ (л;, у)=0, 
то уравненше касательной, проведенной къ ней въ точкЪ (2,91), какъ 
извЪстно (см. $ 123), будетъ 


а 0/› Ель 
д, и ии) —= бе... (045) 
По прежнему пусть уравнене центральнаго коническаго сВченя, 
отнесеное къ осямъ, булетъ _ 
22 9? . 
1 (2, у) == ое 1=0........ (246) 
[о 26? 


Такъ какъ въ данномъ случаЪ 
91 2, 9 2 


д 9? 01 26? ° 


то уравненте (245) имфетъ видъ 
= уд я У т ме }=0 


6? 26? о =6? а? Г = 
Точка (21,/!) лежитъ на кривой, слфдовательно, координаты ея 
удовлетворяютъ уравненю кривой т. е. ` 
хи? 9/12 —1 
а? гр? | 


Нз основани этого уравнене касательной напишется въ видъЪ, 


к ра. М 


162. Чтобы построить касательную въ данной точкЪ кривой, 
достаточно знать на этой касательной какую-либо ^ точку, кромЪ точки 
касаня, напр. точку ея пересфченя съ осью х-овъ. Абсцисса послЪ- 
дней точки, какъ легко видфть, будетъ 


Зная а и т, мы легхо построимъ при помощи циркуля и линейки 
отрЪзокь =. ЗамЪтимъ, что величина и направлеше этого отрЪзка 
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ы : 
не зависятъ отъ величины $*, т. е. величины малой оси въ случаЪ 
эллипса и мнимой оси въ случаЪ гиперболы. . 
163. Посмотримъ теперь, каве углы можетъ составлять касатель- 
ная къ кривой (246) съ осью х-въЪ. | 
Угловой коэффищентъ ея а будетъ 


замЪчая, что 


найдемъ для него значене 
-Е абх 
а = А о... о. (248) 
9? У Ежа вх_ 
а? 
Если положимъ въ этомъ выражеши == 1, т. е. будемъ раз- 


‚сматривать эллипсъ, и вспомнимъ, что абсциссы точекъ эллипса 
могутъ измфняться въ предфлахь отъ—а дофа, то увидимъ, что, 
измЪняя х, въ этихъ предЪлахъ, будемъ получать для а всевозмож- 
ныя значеня отъ — © до + ©. 

|Такъ какъ а представляеть & угла, составляемаго касательной 
съ осью х0въ, то отсюда заключаемъ, что 5 эллияеу можно провести 
хасательную параллельно любо му направлентю. 


164. Положимъ теперь = = —1 и напишемъ выражен!е для а въ 
видъ 
Г 
а а: 
| 
У И 
а? хе 


Въ случаЪ, разсматриваемомъ теперь нами, т. е. въ случа гипер- 
болы, х, принимаетъ значен!я отъ —@ до — 55 и отьфа до + <. 
ИзмЪняя 2! въ этихь предВлахъ, видимъ, что а принимаетъ всЪ 


: Ь Б 
значеня отъ — © до — —- и отъ + > до-- — т. е., другими словами, 
а а 


касательная къ зиперболь  можень образовать сё дпйствительной 
Феью узлы, заключеюниеся вь предълать отъ 


р | 90 х = ас |= == 


а 


фо == агс НЕ 
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Послфде углы представляютъ углы, образуемые асимптотами с1 
дЪйствительной осью (черт. 90). 


| 
| 
| 
| 


черт. 90. 


165. Рьшимъ теперь слЪдующую задачу: найти уравнеше касатель- 
ныхз, проведенныть пъ кривой (246) параллельно данному направленю. 

Какъ мы только что видЪфли, задача эта всегда возможна для 
_ эллипса ине всегда возможна для гиперболы. 

Такъ какъ направлене искомой касательной дано, то данъ ея 
угловой коэффищенть а. Пусть уравнен:е искомой касательной будетъ. 


у— жи. ео о „м сд ры еже я (249) 


Коэффищенть и въ этомъ уравнени опредЪляется изъ условия, 
что прямая (249) касается кривой, т. е., что обЪ ея точки пересЪчен!я 
съ нашей кривой совпадаютъ. Абсциссу точки касашя опредфлимъ, исклю- 
чая у изъ уравненйй (246) и (249); уравненге для ея опредленя будетъ. 

я (жир 
а Г ев = 


-1 = 0, 


ИЛИ 
(а?о2 -[ веб?) 2 - Заза + а?и? — ва?Ъ? — 0. 
Такъ какъ послфднее уравнен!е должно имфть равные корни, то, 
слЪдовательно, 
(ага? | 6?) (42? — ва?) — алози? — 0. 
Это квадратное уравнене служить для опредЪленя м. Рьшая 
его, найдемъ, что 
= + У а =>. 
Такъ какъ для и получилось два значеныя, то, значить, парал-` 
лельно данному направленпо можно провести дв касательныя, фактъ 
извЪстный изъ общей теории. 
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Изъ выраженя для и видно, что въ случаЪ эллипса, т. е. когда 
= —= +1, число п всегда вещественно, въ случаЪ же гиперболы, т. е, 
Когда е—= —1, оно будеть вещественнымъ, когда 


@?а? — В (), 


в [й 
т. е. когда = ИЛИ а Е} Э7Т0 результатъ, только что нами по- 


лученный. 
Итакъ, касательная къ кривой (246) съ угловымъ. коэффищентомъ 
= имЪетъ уравнене ` ° 
У РУ ша. о о .. (250) 


166. нае этимь уравненемъ касательной, легко найти 
уравнене касательной, проведенной изъ внфшней ‘точки (%, и). Въ 
самомъ дЪлЪ, пусть уравнене искомой касательной будетъ (250); угло. 
вой коэффищенть ея опредфляется изъ условя, что искомая касатель-. 
ная проходить черезъ данную точку (2, 3), т. е. изъ условя ` 


а У тат а 


Освобождаясь отъ редикаловъ, найдемъ слвдующее уравнене для 
опред$лен!я а. 


НыхъЪ задачъ на геометрическя мЪста: мы рРЬшимъ двЪ изь НИХЪ. 

Задача [. Найти ‘еометрическое мьето зпочекь, изь которыть 
Зала (246) видень подь прямым умломе. 

Иначе можно формулироватъ ту же задачу такъ: найти зеомет- 
рическое эмалтьсто точек, хасательрыя #135 копорыть ИХ эллитсу, за- 
Эанноли) уравиещемь (246), взаимно перпендикулярны. р | 

Пусть координаты какой либо точки искомаго геометрическаго 
мЪста будуть (хо, 0), а угловые коэффищенты касательныхъ, про- 
веденныхъ черезъ нее, будуть а, и а». Величина а и а. представляютъ 
корни уравнешя (251). По Услов!ю, разсматриваемыя касательныя пер- 
пендикулярны, т. е. 

ь ца = — 1; 
съ другой стороны, произведене корней ола. уравнен!я (251) въ слу- 
чаЪ эллипса, т. е. въ случаЪ, когда === 1, равно 
Ус" 62 


и 
т а 
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а потому 
7—6 | 
2? — 2? 
или 
во? и? = +... ..-.... (252) 


ПослЪлднее уравнене, представляющее зависимость между ко- 
ординатами точекъ искомаго геометрическаго мЪста, и есть уравнене 
этого геометрическаго мЪста. Уравнене (252) представляетъ кругъ съ 
центромъ въ началЪ координатъ и съ радусомъ г, равнымъ 


И а? +62; _ 


это число г всегда вещественно- 


черт. 91. 


Какъ нетрудно видФть, искомое геометрическое мЪсто представляетъ ок- 
ружность, описанную около прямоугольника, построеннаго на осяхъ 
эллипса (черт. 91). 

Перейдемъ къ рфшен!ю 2-й задачи. 

Задача ИП. Найти зеометрическое мтето  точекь, касательныя 
изь которыжъ, проведенныя къ кривой (246), параллельны  сопрлжеитымь 
между собою баметрамз. 

Если черезъ (х,, и.) обозначимъ по прежнему координаты любой 
точки искомаго геометрическаго мЪста, а черезъ о, и а» угловые 
коэффищенты касательныхъ, проходящихъ черезъ нее, то величины 
а, и а, представляютъ корни уравневя (251). 

Такъ какъ касательныя наши должны быть параллельны двумъ 
сопряженнымъ дамеграмъ, то между ихъ угловыми коэффищентами 


существуетъь соотношеше (243) 


26 
9192 = —— -25 


а> 


` 


Съ ‘другой стороны, изъ уравненя (251) имфемъ 


Сопоставляя эти два равенства, найдемъ, что 


402 — =12 =6* 

20 — #2 — п’ 
откуда легко получимъ 

2? | У? Е 

20° еб? 


Послфднее уравнене и есть уравнеше искомаго геометрическаго 
мЪста. Это геометрическое мЪсто представляетъ коническое сЪчене 
того же рода, что и данное; оси его совпадаютъ съ осями даннаго, а 
величины полуосей его равны соотвфтственно «И 2 и 6/2. 

168. Задача о проведени касательной изъ внЪфшней точки 
М (7, %) къ коническому сЪченю 


можеть быть ръшена еще сльдующимъ образомъ.® 
Пусть (21, у:) будуть координаты точки касавя Р касательной, 
проходящей черезъ точку 4/. 


черт. 92. 


Уравнен!е касательной къ нашему коническому сфченио въ 
точкЪ (21, У) будеть (см. $ 161) р 


Я У 
В 
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| Такъ кахъ эта касательная проходить черезъ точку М (хе, уу), 
то координаты этой точки удовлетворяютъ уравнен!ю касательной, т. е. 


а + — 1= Е 
Точка Р (эт, 1), какъ точка касаня, лежитъ на кривой, слЪдовательно, 
ся координаты удовлетворяютъ уравнен!ю кривой, т. е. 


Е) 
воза 


Если обратимъ внимаше на равенства (253) и (254), то увидимъ, 
что координаты точки касан!я (2: ‚у:) касательной, проведенной черезъ 
точку М (5, уу), опредляются, какъ точки пересчен1я нашей кривой 
съ прямой 


аа + 262 = 1 = 9. . я . а ь = (255) 


Эта прямая, которая проходить черезь точки касанйя касатель- 
ныхъ, проведенныхъ къ кривой изъ точки (2, у), носить назвае 
поляры точки (т, у) по отношенйо къ данному коническому сЪченю, 
точка же (х, у) носить назване полюса прямой (255) относительно 
даннаго коническаго сЪчен1я 

Такимъ образомъ, построен!е касательныхь къ коническому <Ъ- 
ченю изъ внфшней точки М сводится къ построено поляры этой 
точки, такъ какъ построивши ея поляру и соединивъ точку Л! съ 
точками пересЪченя ея поляры съ коническимъ сЪченемъ, построимъ 
искомыя касательныя. Если обратимся къ уравненйо (255), то увидимъ, 
что, когда точка (2, %) лежитъ на самомъ коническомъ СЪчен!и, то 
поляра ея обращается въ касательную, а полюсъ въ точку касания. 

Итакъ, точка касашя представляете ‘полюсь касательной. 

169. Если въ уравнени поляры положимъ я —=0, и -—0, то это 
уравнене обратится въ уравнен{е —1==0, т.е. въ уравнене безко- 
нечно-удаленной прямой. ь 

Такимъ образомъ, видимъ, что поляра центра кривой предета- 
влястоь безконечно-удаленную прямую. 

Положимъ теперь, что полюсъ (%, у) удаляется на безконечность 


вдоль прямой 
уж, т, 56 


т. е, что между у и 2, все время существуетъ зависимость 


Фо ват, +8, 
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‚ Уравнене поляры будетъ тогда 


| оо ООО 


а? =62 
или 
бу Ву _ 
ар 26? ^^ 
Ву——еб? 
Когда х, безпредфльно возрастаетъ, тогда — аз» “При всЪхъ 
и 


конечныхъ значеняхъ у стремится къ нулю, и ‘наше уравнеше въ 
предЪлЪ обращается въ уравнен!е 


я ау 
+ =? — 


0, 


а это уравнеше д1аметра, сопраженнаго съ направленемъ прямой (256). 
Итакъ, даметуз, сопряженный съ направлещемь примой 


Уу—ох - В, + 
есть поляра безконеини-удаленной точки этой прямой. 
170. Познакомимся еще съ прямыми, называемыми нормалями. 
Нормалью кривой называется прямая, перпендикулярная къ ка- 
сательной къ кривой и проходящая черезъ ея точку касания. 
Если (51, у) точка касаня касательной, то ея уравнеше, какъ 
мы видФли, таково: 
5% У 
= 258 — 1= р В 
Уравнен!е всякой прямой, проходящей черезъ точку касан!я, 
напишется въ видЪ ы 
а м. и о. 


Если предположимъ, что кривая отнесена къ осямъ, т.е, что 
оси координать прямоугольны, то услоше перпендикулярности пря- 
мыхъ (257) и (258) будетъ 


теж=б? _ ] 
а 
откуда 
4 х 
ее У . 1 ь 
=р? а” 


а потому, подставляя это значене ж въ уравнене (258), найдемъ урав- 
неше нормали въ видЪ 


ар 2) -— буи) =, тетя 09 
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Парабола. 


Г. Перейдемъ къ разсмотрн!ю параболы. Если за оси коорди- 
натъ принять ось симметр!и и касательную въ точкЪ ея пересфчен!я 
`съ параболой, т.е. въ точкЪ, называемой вершиной параболы, то 
уравнен!е параболы будетъ - 


[ (2,9) = у. - 2рд-=0. 


Найдемъ уравненше д!аметра, сопряженнаго съ направленемъ, кото- 
рое характеризуется. угловымъ коэффищентомъ з. Уравнен!е подоб- 
наго дламетра будетъ 
9 д 

ре 


9 == 
9х 04 
ЗамЪчая, что въ данномь случаЪ 


' 9/ __ 9} 


0% _ 2р, ду —= 24, 


напишемъ уравнене д!аметра такъ: 


те А 
Е 


отсюда заключаемъ, что вс дламетры параболы параллельны оси сим-- 
метрии - результатъ, извЪстный намъ изъ общей теор1и. 

172. Перейдемъ теперь къ выводу уравнен{я касательной. 

Если (71, 9!) точка на параболЪ, то уравнене касательной въ 
этой точкЪ будетъ 


9 у 
т (хх) ет (у— 9) =0; 
9 9! с Е 
подставляя сюда вмфсто „и ду’ ИХЪ значены, найдемъ, что урав- 
1 1 


нене это въ данномъ случаЪ приметъ видъ 


—Р (#1 — 21) уу — 91? =0. 


Такъ какъ точка (а, У) лежитъ на параболЪ, то у12=9ра1, а 
потому уравнен!е касательной окончательно приведется къ виду 
1 = р (ха)... .... . (260} 


Если положимъ здфсь у—0, то найдемъ абсциссу точки пере- 
СЪченя касательной съ осью х-овъ; абсцисса эта равна—л:. Отсюда 
вытекаетъ простой способъ построен!я касательной въ данной точкЪ М 
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параболы: на оси 2-овъЪ откладываемъ влЪво отъ начала координатъ. 
отрфзокъ, равный абсциссь точки касан!я; конецъ этого "отрфзка и 
представить точку пересЪфчен!я искомой касательной съ осью х-овъ. 
Соединяя теперь эту точку съ точкой 1, построимъ искомую. 
касательную. " я 


черт. 93. 


Угловой коэффищенть 2 касательной (260) равенъ ы такъ 


какъ у, какъ ордината точки параболы, можеть принимать всЪ значеня 
ОТЪ— со до -|- 55, то, слЪдовательно, хз параболь можно провести ка- 
сательную параллельно любому направлешю. | 
Какъ найти уравнеще касательной, проведенной параллельно данному 
направлению? 
Пусть направлен{е это опредЪляется угловымъ коэффищентомъ 
®, на основани предыдущаго имъемъ 


а— № 
У 
гдЪ у, ордината точки касан!я искомой касательной, Зная ординату 


этой точки, найдемъ ея абсциссу изъ уравненя 


) 


откуда 


Подставляя въ (260) вмЪсто (21,91) ихъ -значеня, найдемъ ура- 
внен!е искомой касательной 


= Но а есь 
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173. Пользуясь послёднимъ уравненемъ легко рЪшить задачу, 
РЬшенную`нами для эллипса, а именно: найти зеометрическое мъсто 
зпочекь, гасательныя изъ хоторыть къ параболь взаимно перпендикуллрны. 

Пусть (хо, %) координаты какой-либо точки искомаго геометри- 
ческаго мфста, аа, и а. угловые коэффищенты касательныхъ, про- 
веденныхъ черезъ нее. 

Уравнен!я этихъ касательныхъ будутъ 

р. 
У ах +=. а т 
такъ какъ разсматриваемыя касательныя проходятъ, по условно, черезъ 
точку (2%. у), то имфемъ тождества 


Е. 
2 ы 


“ : 


р 
о —, Чо == жаху + 


2 


Исключая отсюда У, послЪ несложныхъ вычисленй, найдемъ, что 


2142 


ПН —. 


Такъ какъ, по услов!ю, разсматриваемыя касательныя взаимно-пер- 
пендикулярны, то аа, — — 1. 

„Подставляя это значене я1а» въ уравнене (262), получимъ, что 
абсцисса т, любой точки искомаго геометрическаго мЪста удовлетво- 
ряетъ уравненю 


р о 
же р. == 0, 


а потому послЪднее уравнеше и есть уравнене искомаго геометри- 
ческаго мЪста. 

Какъ легко видЪть, это уравнене представляетъ прямую, парал- 
лельную нашей оси у-овъ. 

Прямая эта, какъ мы уже знаемъ (см. $ 27), носитъ назване 
‘'Зиректрисы параболы. 

174. Построеше касательныхъ къ параболЪ изъ вныиней точки 
1 (7%. у) можеть быть произведено на основани слЪдующихъ со- 
ображен1й. | 

Пусть (27, у;) будетъ неизвЪстная намъ пока точка касанЁя ис. 
комой касательной; тогда уравнене этой касательной напишется 
такъ: 


Ут = Р. (& +=), ... оне 963) 


— 
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` 
причемъ, такъ какъ (х1, 91) лежитъ на параболЪ, то 


НОВ. т оо. р < 


Въ виду того, что, по условйю, касательная (263) проходитъ. 
черезъ точку М (%, и), имфемъ тождество 


УР (м На). (о... (265). 


Изъ (264) и (265) заключаемъ, что точка касан!я (21, у) искомой 
касательной представляетъ одну изъ точекъ пересфченя кривой 


у =9рх 
съ прямой 
Уу-=р («| ), ......... 66} 


которая носитъ назван!е поляры точки (хе, и) по отношеню къ дан- 
ной параболЗ; наоборотъ, точка (х, %) носитъ назван!е полюса пря- 
мей (266) относительно данной параболы. 

Изъ оуравненя (266) видимъ, что когда полюсь находится на 
параболЪ, его поляра касается параболы въ этомъ полюс$. 

175. Найдемъ теперь уравнене нормали, т. е. прямой, проходя- 
щей черезъ точку касанйя (21, 91) какой-либо касательной 


УР рен) 


и перпендикулярной къ ней. 
Какъ нетрудно видЪтъ, уравнене нормали въ точЪ (хи, и1) бу- 
детъ р ` 


теж) +р у и)=0..... (67) 
предоставляемъ читателю самому доказать это. и 
Фокусы и директрисы. 


176. Перейдемъ теперь къ теор!и фокусовь н директрись кривыхЪ 
2-го порядка. Прежде всего рфшимъ слфдующую задачу: чайти зюо- 
метрическое мъето точек, разстоямя которыхь отэ данной точки и дан- 


ной прямой находятся въ постоянномъ отношенти. 


Выберемъ какую-либо прямоугольную систему координатъ (чер. 94); 
пусть координаты данной точки ГР будутъ (2, В}, а уравнене прямой 
Н’Н будеть 


и --ту + п=0 
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ЕИ 
8) Ми, у/ 


Н 


черт, 94. 


Если (х, у) координаты какой-либо точки М искомаго геометри- 
ческаго мЪста, то разстоян!е этой точки отъ данной точки РЕ таково: 


РИ =г= Ува) у; 


съ другой стороны, длина перпендикуляра МК, опущеннаго изъ 
точки М на прямую Н’Н равна 


КУР в? ° 


Если черезъ е обозначимъ постоянное отношенше, въ которомъ 


находятся длины ЕМ и МЕ, то тогда, по условию, для всфхъ точекъ 
разсматриваемаго геметрическаго мЪста имЪемъ 


НЕ е (1х туп) 


Освобождаясь здфсь отъ радикаловъ, мы и получимъ Уравненме 
нашего геометрическаго мЪФста. Какъ нетрудно видфть, оно будетъ 
таково 

[2 |- (1 — 62)? — 2е2нху - [В 2 т*(1 — г)? — 
— 2 [а (м) Е ещх — 2 [В (+ 2) -- еит]и-| 
4 (2-м?) (22 32) — 6218 = 0. ду я (269) 
Послфднее уравнене представляетъ уравнене 2-й степени, а, 


слЪдовательно, нашимъ геометрическимъ мЪстомъ служитъ н$зкоторое 
коническое сфчен!е. | 
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Чтобы узнать его родъ составляемъ выражен!е 
АС— В?, 


гдЪ А, 2В, С соотвфтственные коэффищенты при 27, ху, у. Посль 
простыхъ вычисленй находимъ, что 


АС— В = (1 — е?) (2 + и). 


`Въ случа, когда уравненве (269) представляетъ эллиись, это 
‘выражен!е должно быть больше нуля, что возможно лишь при 
услони 1—6 > 0 или, такъ какъ е число положительное, при 
услови е< 1. 

Еслй уравнен!е (269) представляеть мтерболу, то АС— В: < 0, 
что иметь мЪсто лишь при услов!и 1 — е? < 0 илие>> 1; наконецъ, 
въ случа параболы АС— В?=0, откуда слфдуетъ, что 1—#-=0, 
или е = 1. 

Число (е носитъ назван! эксцентриситета ‘разсматриваемаго 
коническаго сЪченя. Полученные нами результаты могутъ быть резю- 
мированы слфдующимъ образомъ: кривая (269) представлиеть эллитсь, 
если экснентриснтеть в меньшие едицицы, зиперболу, если омь больше еди- 
ницы, и пораболу, если отъ равень единиит. 

Данная точка Р носитъ назван!е фокуса разсматриваемой кривой 
2-го порядка, а данная прямая Н’'Н — директрисы. 

Изъ равенства (268) видимъ, что фокусь кривой 2-ю порядка обла- 
‚даеть эпъмь свойствомь, по разетояте ото нею точекь кривой выражается 
фозионально черезь координаты этижь точек. 

177. Покажемъ теперь, что всякая кривая 2-го порядка имЪетъ 
фокусы и директрисы. Начнемъ съ центральныхъ кривыхъ. 

Пусть уравнене какой-либо центральной кривой, отнесенное къ 
осямъ симметрии, будетъ 


а 3/2 
9 1=0, 


Ея о * аа 
гдф ‹-=--1 въ зависимости отъ того, будетъ ли кривая (270) эллип- 
сомъ или гиперболой. Въ первомъ случаЪ будемъ всегда предпола- 
гать, что а=. 

Если координаты искомаго фокуса будуть (а, В), а уравнен!е 
искомой дирсктрисы 


1х - туп — 0, 
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то координаты точекъ разсматриваемой кривой, по условю, должны 
Удовлетворять соотношен!ю (268). 
Полагая для краткости 
[4 ет р еп 


и 


—— ей р — 7, рр олилааниене: АВЕ 
Ив из ИР т Е ИР иж: 
°и, слЪдовательно, 
е=У В+, ...... (27 


`напишемъ соотношене (268) въ видЪ 
У (ив = (2 + у + п) с... 07% 


гдЪ въ правой части знакъ лолженъ быть выбранъ такъ, чтобы эта 
правая часть была положительной. 
Освобождаясь отъ радикаловъ, найдемъ уравнене 
г 


(1—2 2) 2 — 2Ри’ ху + (1 — т") у? Я (а-+Ри)х— 
— 2 (Вт) уаз — 2—0... (273) 


Такъ какъ точка (т, у) любая точка кривой (270), то уравнене 

- (273) должно представлять то же коническое сфчеше, что и уравнен!е 

(270); поэтому оно должно быть эквивалентно съ этимт, послЪднимъ. 

уравненемъ; другими словами, коэффищенты въ уравненяхъ (270) и 
(273) должны быть пропорщональны, т. е. 


рии" тай "А т 2 22 
оо и И В 
Такъ какъ отношеня 
[и а-+рР п’. В тли 
0. * У 0 


конечны, то непремфнно имфютъ м$сто соотношен{я 
Гир — 0, а Н Ри’ == 0, ВНиг и = 0. 
Такимъ образомъ отношен1я (274) приводятся къ виду 


Ри’ — 0, ан — 0, З- иен" = 0, 


а? (1 — 1?) — гб? (1 — т?) и. 
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Изъ перваго изъ этихъ уравнеШЙ видно, что одинъ изъ коэф- 
фишентовь Г, т’ непремнно равенъ нулю. Полагая сперва ж' = 0,` 
-легко найдемъ, что 
Иа = 


т' — 0, Р=-+Ы— Е. го Иа, а = У а в, 8—0, 


причемъ изъ соотношеня а НР —=0 заключаемъ, что а >> 0, когда 
коэффищшенты ГР ноэ’ взяты съ различными знаками, и о < 0, когда 
они взяты съ одинаковыми знаками. 

ЗамЪчая, что а2-— =? всегда число положительное и только въ 
крайнемъ случаЪ равное нулю, можемъ положить 


42 —— её? —- 23, 
тогда 


+, т’ = 0, п —= фа, а= те, 3—0. 


Итакъ, въ разсматриваемомъ случаЪ находимъ два фокуса (—с, 0), 
(с, 0), лежаще на большой оси въ случать эллипса, или на дпйствителоьной 
Оси 65 случа зитерболы, и расположенные симметриино относительно 
центра. ЗамЪтимъ, что въ случаЪ эллипса с? —=п?—_Ртес < а, авъ 
случаЪ гиперболы с? — а? -- 2, т. е. в > а; другими словами, въ эллипс 
разсматриваемые фокусы лежатъ ближе къ центру, нежели вершины 
кривой, а въ гиперболЪ дальше. 

Для эксцентриситета имфемъ выражен!е_ 


:355 т ЕТ с 
е=И + т —°. 


а 


Такъ какъ для эллипса с <а, а для гиперболы с а, то, слЪдовательно, 
въ первомъ случаЪ е< 1, а во второмъ е > 1. 

Переходя къ случаю, когда въ уравненяхъ (275) Г —0и помня, 
Что = — 1, найдемъ изъ этихъ уравненй 


ео а И У — ия 

—=0 т В ЗФ в, а—0, 8—1 И = а. 

Легко ВИДЪтТЬ, Что вЬ случаЪ эллипса, такъ какъ, по условию, 
? < вт, тот’ и В числа мнимыя, а въ случаЪ гиперболы, когда е = _— Ть 
мнимы числа и В. 9 

Такимъ образомъ, въ обоихъ этихь случаяхъ получимъ два мни- 
мыхъ фокуса (0, В), расположенныхь на ОСИ у-овЪ. 
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Оставляя въ сторонф эти два мнимыхъ фокуса, приходимъ къ 
слЪдующей теоремЪ: центральное коническое спчеште илтеть по два фо- 
куса, расположенныхь симметрично ‘относительно центра на большой оси 
въ случаю эллипва или на дьйствительной оси вь случать зиперболы. 

178. Подставляя полученныя нами значен!я для [; т’, п’, а, В въ 
выражеше (272) и помня, что при предположени а == - с знаки у Ги 
я’ должны быть различны, а при а = — с одинаковы, найдемъ, что 


Е Иеленчи = + (а) 2 4) 


| гы а (276) 
7: = У ие) = (* а) = (ежа); 


такъ какъ ги я, какъ разстоян!я, представляютъ числа положитель- 
ныя, то въ правыхъ частяхь выражен (276) знаки должны быть 
выбраны такимъ образомъ, чтобы эти правыя части были тоже поло- 
жительны. | 

179. Изъ выраженй (276) видимъ, что уравненями директрисъ 
нашихъ центральныхь кривыхъ, отнесенныхь къ осямъ симметрии, 
будутъ служить уравнен!я 


ег — а=0, ех | а=0 


или 


отсюда заключаемъ, что директрисы представляютъ прямыя, парал- 
лельныя малой оси въ случаЪ эллипса и мнимой оси въ случаЪ гипер- 
болы. Эти прямыя симметрично расположены относительно центра. 
Разсмотримъ теперь отдфльно случаи эллипса и гиперболы. 
180. Въ случаЪ эллипса эксцентриситетъ е меньше единицы, а 
потому 


а 
— а. 
е 


Отсюда заключаемъ, что разстоянме директрисъ отъ центра 
больше разстояня вершинъ эллипса отъ центра (черт. 95). 

Такимъ образомъ, эллипсъ лежитъ относительно директрисъ въ 
той части плоскости, гдф находится его центръ, а потому, чтобы 
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опредфлить знаки двучленовъ 


ет + а, ех—а 


: 


р 


черт. 98, 


для точекъ эллипса, нужно узнать знаки ихъ для центра, т. е., въ 


данномъ случаЪ, для точки (0, 0). 
Для этой точки наши двучлены обращаются соотвЪтственно въ 
в и — а, слБдовательно, длл веъхь точекъ эллитва 


ет - а> 0, ел —@а<0, 


а потому, чтобы правыя части въ выраженяхъ (276) для точекъ эл- 
липса были положительны, необходимо взять въ выражен для г 
знакъ —, а въ выражени для 7, знакъ +. 

Итакъ, въ случа эллипса величины радтусовь венноровз "ит, 
соединяющихь какую-либо точку (х,у) эллипса соотвЪтственно съ 
фокусами РЁ (с, 0) и Е, (—в, 0), будутъ 


Ра — ааа, ма аа ет, ша т 


181. Изъ выражешй (277) видимъ, что для любой точки, лежа- 
щей на эллипсЪ, имЪеть-мЬсто соотношение 


у + 7 — 2а. 


Итакъ, сумма радёусовь векторов» любой точки эллипса равна длинь 
большой оси. 
‚ Покажемъ, что для точекъ, лежащихь вн% эллипса, сумма ихъ 
разстоянйй отъ фокусовъ даннаго эллипса не.будеть равна этой по- 
стоянной. 
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Пусть точка № (черт. 96) лежитъ внутри эллипса, пусть Еи Е 
его фокусы; продолжимъ одинъ изъ радусовъ векторовъ, положимъ 
Е.М, до пересфченя съ эллипсомъ въ точкЪ М и соединимъ точку 
М съ фокусомъ ЕР. 


. 


ый 
М 


черт. 96. 
Такь какъ. точка М лежитъ на эллипсЪ, то по доказанному 
ЕМ-+ ЕМ= 24; 


далЪфе изъ А-ка ММЕ имфемъ 


ММ +ЕМ > МР; 


прибавляя къ обфимъ частямъ по Е\М и замЪчая, что 


Е.М Е ММ — РМ, 
находимъ г 


ЕМ+ЕМ> В М-+ РМ 
или 
9а > В.М - ЕМ. 
Итакъ, сумма разстоямй любой точки, леокащей внутри эллипса, 
оть двухь фокусовъ этозо эллитса меньше длины большой оси. 
Возьмемъ теперь точку №, лежащую внф эллипса (чер. 97); сое- 
диняя точку пересфченя М радщуса-вектора Е.М съ эллинсомъ съ 
‚ фокусомъ Е, имЪемъ по предыдущему, что 


Е М-ЕМ= 2; 


229 


черт. 97, 


изъ А-ка ЕММ имЪфемъ 
ММ + М > ЕМ; 


придавая къ обЪимъ. частямъ по ЕМ и замфчая, что 


найдемъ, что 


или 
Р.М + ЕМ>> Эа. 


Итакъ, сумма разстоянй виплиней точки оть фокусов» эллипса 
больше Эа. : 

Сопоставляя все сказанное, видимъ, что оллиись есть зеометри- 
ческое мото точень, сумма разстолнй  которыхь оть двухь данныхь 
зпочекь селичина постоянная. 

Такимъ образомъ, мы пришли къ тому опредЪленйю эллипса, 
которое было дано нами въ начал\ курса, 

182. Переходимъ кь гипербол%. Опять постараемся опредфлить 
знаки въ выраженяхъ (276). 

Какъ и въ случаъ эллипса, уравненя ея директрисъ будутъ 

‚ соотвЪтственно | 
ет —@в=0, ета =0 
или 
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но, такъ какъ для гиперболы е> 1, то разстояне директрисъ отъ 
центра менЪе а, т. е. менфе разстояшя вершинъ отъ центра. 

Назовем для краткости правой вЪтвью гиперболы и правой дирек- 
трисой ту вЪтвь и ту директрису, которыя расположены на чертеж 
98 вправо`отъ центра, ливой вЪтвью гиперболы и ливой директрисой 
ту вЪтвь и ту директрису, которыя расположены влфво отъ центра. 

На основанйи сказаннаго нами выше, правая вфтвь гиперболы 
расположена относительно правой директрисы въ Части плоскости, 
не заключающей центра, а относительно ливой директрисы ‘въ части 
плоскости, заключающей центръ. Наоборотъ, ливая вфтвь гиперболы 
расположена относительно иравой директрисы въ части плоскости, 
заключающей центръ, а относитетьно ливой директрисы въ части 
плоскости, центра на заключающей (см. черт. 98). 


у 


:: черт. 98. 


Разсмотримъ теперь выражене (276), сперва для точекъ правой, 
а затфмъ ливой вЪтви гиперболы. | 

Для координатъ центра выражен!е ех—@а обращается въ — а, 
т. е. въ отрицательное число, а потому для точекъ полуплоскости, въ ко- 
торой лежитъ иравая вЪтвь гиперболы, оно положительно, слЪдова- 
тельно, для точекъ этой в$тви въ выражен!и (270) для ” мы должны 
взять знакъ --, Т. е. 


7 — ед — а. 


ДалЪе, для начала координатъ выражеше ез[-а положительно, 
а потому для точекъ той же правой вЪтви гиперболы оно тоже по- 
ложительно, слфдовательно, для нея 


и, =е та. 
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Итакъ, для координатъ точекъ правой вЪтви гиперболы имфемъ 
, р р 
слЪдующия выражен я для радусовъ векторовъ: 


г —ех—а, т ==е На. .... . . (278) 


Путемъ совершенно аналогичныхъ разсужденй для координатъ 
точекъ лавой вЪтви гиперболы найдёмъ 


"=а—е, . = (аа) ..... (79) 


183. Изъ выражешй (278) и (279) заключаемъ, что для любой 
точки (2,9), лежащей на правой вфтви гиперболы, 


24, 
а для любой точки, лежащей на лпвой ея вЪтви, 
Ш, —= За. 


Итакъ, разность  радёусовъ векторввё  лобой точкн  итерболы 
равна длинъ дъйствительной оси. 

Опять покажемъ, что этимъ свойствомъ обладаютъ только точки, 
лежащя на гиперболф. 

Возьмемъ сперва какую либо точку № (черт. 99), лежащую между 
вътвями гиперболы. Пусть фокусы гиперболы будуть Ки К; соеди- 


черт. 99. 


нимъ съ фокусомъ К, точку пересфчешя М радуса-вектора ИМ съ 
гиперболой. 
Такъ какъ М лежить на гиперболЪ, то 


ЕМ— ЕМ = а; 
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изъ | -ка Е,ММ имфемъ 
ЕМ > ЕАМ — ММ; 


вычитая изъ обЪихъ частей по ЕМ и замЪчая, что 


ЕМ -- ММ = ЕМ, 
найдемъ, что 


ЕМ—ЕМ> ВМ — ЕМ 
Или 


черт. 100. 


Возьмемъ теперь точку № внутри какой либо, положимъ, пра- 
вой вЪтви (черт. 100). Соединяя съ фокусомъ ГР точку пересфчемя М 
рад!уса-вектора РЕ, М съ гиперболой,: изъ Л-ка ЕММ имЪемъ 


РМ > РМ — ММ; 
придавая къ обЪимъ частямъ по Ё,М, получимъ 


ЕМ-- РМ > АМ + ЕМ — ММ 
откуда | 


_ АМ- ММ — ЕМ > ЁМ — ЕМ 
или, такъ какъ 
| Г.М -- ММ = ВМ, Е.М — ЕМ=9а, 
найдемъ, что 
Ех — ЕМ > 9. 
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Аналогичный результать мы бы получили, разсматривая какую- 
либо точку, лежащую внутри лЪвой вЪтви. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слБдующей теоремЪ: зипербола 
есть зеометрическое миото эпочекз, разность разстоянй которых5 отьё 
Эвухь данныхь точекь величина постоянная. 

184. Какъ мы уже говорили, отношене разстоянй любой точки 
центральнаго коническаго сфчешя отъ фокуса и соотвфтственной 


: [Я 
директрисы, т. е. эксцентриситетъ е равенъ-_; замфчая, что 26 пред- 


ставляеть разстояне между фокусами кривой или такъ называемое 
фокусное разетолше, можемъ опредфлить энсцетриситеть, какз отно- 
иене фокуснилю разстояшя Зе кз линь За большой оси эллипса или дъй- 
ствительний осн итерболы. 

185. Докажемъ теперь сльдующую весьма важную теорему: касатель- 
нал кь центральному коническому спчении представляеть биссекторь упла 
между раббусами-векторами точки касацуя. 

| Пусть имфемъ коническое сЪчене 


ны ИЕ 

а 150 
отнесенное къ осямъ симметри. Уравнене касательной въ точкЪ 
М (> у:) (черт. Ю1), какъ извЪстно, таково: 


ВНЕ ие 
Е —1=0. 

Найдемъ длины КК и ЕК, перцендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
фокусовъ Л (с, 0) и Р, (—с, 0) на эту касательную. Для этого намъ 


черт. 101. 
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нужно привести уравненйе касательной къ нормальной формЪ и под- 
ставить въ выражен!е, представляющее лЪвую часть его, вмсто (2) 
координаты` фокуса. 

Такимъ образомъ, имфемъ 


ПК а 
: т, у ый г Ул 
= а у“ + ра 
(280) 
[Ей 
д ее 
А 
д о 2 И 2 
у“, г. 


Въ этихъ выраженяхъ знаки должны быть выбраны такъ, чтобы 
‚ правыя части были положительны. Такъ какъ въ этомъ случа выра- 


жен!я ы 
Са р Сл, я 
—— | — 
2 Га : Г 


представляютъ длины радусовъ-векторовъ ЕМ и ЕМ точки касаня 
(см. 276), то изъ (280) найдемъ, что 


отсюда заключаемъ, что прямоугольные треугольники ЕМК и ГМК, 
подобны (черт. 101 и 102), а потому 


1 


черт. 102. 
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СХ ЕМК=- / ЕМК. 


Такимъ образомъ, теорема наша доказана. 

Пользуясь этой теоремой можно построить касательную въ дан-. 
ной точкЪ центральнаго коническаго сфчешя, разъ даны его фокусы. 

186. Изъ доказанной только что теоремы, какъ слФдстые, выте- 
каютъ двЪ интересныя теоремы. 

Опустимъ изъ ‘одного фокуса Е эллипса на касательную въ 
точкЪ 1 перпендикуляръ ЕА (черт. 103) и продолжимъ его до пере- 
сфчешя съ радусомъ-векторомъ точки касашя Е М. Пусть точкой 
пересЪченя Ё,М и ЕК будетъ точка А. Изъ доказанной только что. 


черт. 163. 


теоремы вытекаетъ, что прямоугольные треугольники ЕМК и КМА 
равны;'а слЪдовательно АК = РК, т.е. точка А симметрична съ. 
фокусомъ Г относительно касательной МЕ. ДалЪе, изъ тЪхъ же тре- 
угольниковъ имфемъ, что ЕМ = МА. Такъ какъ по свойству эллипса 
ЕМ + ЕМ = а, то отсюда заключаемъ, что 


> Ем + МА =: КА = 2а. 


Итакъ, разстояне фокуса Р, отъ точки А, симметричной съ фоку- 
сомъ Е относительно касательной, проведенной въ любой точкЪ М 
эллипса, постоянно равно длинф большой оси, другими словами: 
зеометрическимь мостомь точекъ, симметричныхь 65 одним изз фокусовь. 
эллипса относифельно касательных, проведенныхь к нему, служить. 
окружность, описанная изъ друюю фокуса, радиуеомь  равиымз длин. 
большой оси. | 
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. 


187. Если теперь соединимъ основаше К перпендикуляра МК съ 
центромъ О и замЪтимъ (черт. 103), что 


АК = КЁ, Р.0== ОЕ, 


то изъ подобля треугольниковъ Р, АР и ОКЕ, найдемъ, что 


‘откуда, замЪчая, что Е.А = а, найдемъ, что 
ОК — а. 


Итакъ, разстояне центра О отъ основаня Ё перпендикуляра, 
опущеннаго изъ фокуса на какую-либо касательную, постоянно равно 
длинЪ большой полуоси; другими словами: зеометричевкимь мостомь 
оснований  перпендикуляровь, опущенныхь изъ какозо-либо фокуса эллипса 
на  касательныя ко нему, служить окружность, описанная изъ центра 
эллитеа радбусомь, равным длинь большой полуоси. 

188. Пользуясь этими теоремами можно построить касательныя 
къ эллипсу- изь любой вншней точки или параллельно любому на- 
правленйо, если только даны фокусы эллипса. 
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Въ первомъ случаЪ построене должно быть совершено такъ: 
изъ данной внфшней точки В (черт. 104) проводимъ окружность С’ 
радусомъ, равнымъ разстоян!ю ея отъ одного изъ фокусовъ, положимъ Г. 
ДалЪе, изъ другого фокуса, какъ нзъ центра, радусомъ, равнымъ 
большой оси 2а, проводимъ.окружность С; соединивъ точкн пересЪчен1я 
Ми № окружностей Си С, сь фокусомъ РЕ, проведемъ изъ данной 
точки В прямыя, перпендикулярныя къ прямымь МЕ и МР. Прямыя 
эти и будутъ искомыми касательными. 

Если требуется построить касательныя къ эллипсу, параллельно. 
данному направленю, поступаемъ такъ: черезь фокусъ Р (черт. 105) 
проводнмъ прямую Н.Н, перпендикулярную къ данному направлен1ю, 
_ затЪмъ изъ другого фокуса Ру, какъ изъ центра, ралусомъ, равнымъ 
длинф большой оси, т, е. равнымъ За, проводимъ окружность С. Точки 
пересВчея этой окружности съ прямой Н,Ы обозначимъ черезь Аи В. 
Теперь черезъ средины отрфзковъ АГи ВР проводимъ прямыя, парал- 
лельныя данному направленю. Эти прямыя и будуть искомыми каса- 
тельными. | 


черт. 105. 


Совершенно аналогичныя теоремы можно доказать для гиперболы. 
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Доказательство этихъ теоремъ предоставляемъ читателю. 

189. Перейдемъ теперь къ отысканю фокусовъ и: директрисъ 
параболы. : 

Пусть уравнене данной параболы, отнесенное къ оси симметрии 
и касательной въ вершинЪ, будетъ 


Е. Зоо 2 ВО 
Если черезъ (4,3) обозначимъ координаты фокуса, а черезъ 


р Ртту Ен =0 


уравнене директрисы, то по предыдущему (см. $ 176) предполагаемъ, 
что уравнеше параболы (281) можетъ быть представлено въ видЪ (273), 
т. е. въ видЬ‘ | 
(1 — 12)? — ЭРтиху + (1 — ту? — (а + Ри’)х — 
- - 2(8  иен’)у + 0? + 32 — из = 0. 


Такъ какъ это уравнеше должно быть эквивалентно съ уравне- 
немъ (281), то коэффищенты его должны удовлетворять условямъ 


1—7 Иж 1—т от вт фм 


а ее 


или же 
1—2 — 0, Ёт = 0, (1 — т?) р = а Ги, у ти’ = 0, а? | 32 — п? = 0, 
Изь первыхъ двухъ уравненй имемъ 
Г=Ы\, т’ == 0. 


Мы можемъ всегда предположить, что въ уравнени директрисы 
коэффишентъ Г положителенъ, тогда, полагая / —= 1, для опредфленя 
В; чи "' получимъ слЪдующия уравненя: 


8—0, ат’ =, 42 — п? =-0. 


Изъ послЪдняго уравневя имфемъ 


подставляя это значене я’ въ предпослЪднее уравнене, получимъ 


аа =р, 
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откуда видимъ, что при верхнемъ знакВ 


а при нижнемъ 


Итакъ, координаты фокусовъ а будутъ (2 ; с) (©5,0) т. е. 


парабола имтъеть два фокуса, лежачие на оси симметри одинз на конеч- 
номь разстояни, а друой въ безконечно удаленной точкъ ея. 

Директриса, соотвфтствующая послфднему фокусу лежить на 
безконечности, а соотв5тствующая первому, имфетъ уравнене 


Гоа 0... .... (8) 


190. Какъ извЗстно, вс прямыя; проходяция черезъ безконечно- 
удаленную точку какой-либо данной прямой, параллельны этой по- 
слфдней, а потому всЪ прямыя, проходяция черезъ безконечно-уда- 
ленный фокусъ параболы, параллельны ея оси симметр!и. Сопоставляя 
это утверждене съ результатами ‘полученными нами въ $$ 185, 
186 и 187, мы можемъ ожидать, что доказанныя тамъ теоремы для 
параболы обратятся въ слфдующя: 1) касательная къ параболЪ 
составляетъ съ радусомъ векторомъ, соединяющимъ точку касаня съ 
конечнымъь фокусомъ, тоть же уголъ, что и сь осью симметрии; 
2) геометрическимь мЪстомъ точекъ, симметричныхъ съ конечнымъ 
фокусомъ параболы относительно ея касательныхъ, служитъ прямая, 
перпендикулярная къ оси симметр!и; 3) геометрическимъ м$стомъ 
основай перпендикуляровъ, опущенныхъь изъ конечнаго фокуса на 
касательныя, служить н%Фкоторая прямая, перпендикулярная къ оси 
симметр!и. ВсВ эти теоремы будутъ нами вскорЪ доказаны. 

191. `Условимся въ дальнфйшемъ подъ фокусомъ параболы под- 


разумфвать всегда ея конечный  фокусъ (: 0), лежащий на оси 


симметр!и. Длина радуса вектора КМ — Форму г *) будеть въ 
этомъ случаЪ 


Такь, какъ г величина положительная и для точекъ параболы 
(281) абсцисса х положительна, то вь послфднемь выражены нужно 
взять верхи знакъ. 
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Итакъ, длина радфуса вектора любой точки М (х.у) параболы 
равна 


г —= РМ = х + >. 
Уравнене директрисы имфетъ видъ 


х+-6 =, , > 


откуда видимъ, что директриса НН’ параллельиа оси у/-овъ и про- 


т р 
ведена влЪво отъ вершины на разстояви ОР=-5`.. 


Эксцентриситетъ е параболы, равный У7?- т”, равенъ единицЪ. 
Отсюда заключаемъ, что разстояния любой точки параболы отъ фокуса 
и директрисы равны между собою. 

Въ $ 27 мы доказали, что этимъ свойствомъ обладаютъ только, 
точки параболы, т. е. парабола есть зеометрическое мосто точекз, раз- 
стоямя которыхь оть данной точки и данной прямой равны между собою. 

192. Докажемъь теперь слфдующую теорему, о которой мы уже 
говорили въ $ 190: касательная кз параболь составляеть равные улы съ 
радлусомь векторомь точки касанёя и съ овыо симметрёи. 

Вспомнимъ, что уравнене касательной къ параболЪ въ точкЪ. 
41 (хи, у!) таково: 


Ум ==Р(х + х)). 
Уравнене радуса вектора, проходящаго черезъ фокусъ Е (=. о} 
и точку касаня М (х,у:), будеть 


Угловой коэффишентъ касательной т равенъ т а угловой 
91 


коэффищентъ радуса вектора 


И РЕ. СЕ 


де 


> 
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отсюда находимъ, что 15 угла © между радусомъ векторомъ и касатель- 
ной будетъ 


р орк ВЕ 
ве= [+ тт, У И ы 


ЗамЪчая, что угловой коэффищенть т касательной представляетъ 
15 угла В, составляемаго ею съ осью х-овъ, заключаемъ, что 8—6. 
Теорема доказана. 


черт. 106. 


193. Нетрудно доказать и болЪе точно формулированную вторую 
теорему $ 190: зеометрическимь — мюстомь основан писриендикуляровь, 
опущенныхь изь фокуса параболы на кавательныя 1% ней, служить 
касстельная, проведенная 65 вершить параболы. 

Въ самомъ дфлЪ, уравнене касательной въ какой-либо точкЪ 
М (х, у1) (черт. 106), какъ мы знаемъ, таково: 


У = (#1 а)). 


Уравнен!е всякой прямой, проходящей черезъ фокусъ ЕР ( о) 


будетъь: 


Такъ какъ мы разсматриваемъ прямую, перпендикулярную къ касатель- 


> < : 
А. И. ППЕВОРСКЙ. АНАЛИТИЧ. ГКОМЕТРЯ. 16 
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ной, то угловой коэффищентъ ея т опредвлится изъ условия 


т +1=0, 


91 


откуда 
ев. 
р 


Такимъ образомъ, уравнене нашей прямой ЕК имЪеть видъ 


ви (+) 


Координаты точки Е, основанвя перпендикуляра, найдемъ, рышая 
это уравнеше и уравнеше касательной; такимъ образомъ, получимъ, 


что для нея 
х = 0, 
-т. е., что точка Е всегда лежитьъ на оси у-овъ. Этимъ наша теорема 


доказана. 
194. Продолжимъ теперь перпендикуляръ РЁ (черт. 107) до пересЪ- 


чения съ директрисой Н'Н въ точк А и черезъ точку Е проведемъ 


черт. 107. 


прямую ЁЁ параллельно оси 2-овЪъ; иИЗЪ подобйя прямоугольныхъ 


треугольниковь МАР и ГАЕК имЪемъ 
ЯР МР. 


Е ВЕ’ 
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МЕ = №0 + ОЕ =ь, 
а потому 


отсюда имфемъ 
ЕР = АР АЕ = АЕ 


Такимъ образомъ, виднмъ, что точка А симметрична съ фоку- 
сомъ относительно касательной. Такъ какъ она лежитъ на директрис, 
то, слЪдовательно, имфеть мЪфсто слфдующая теорема: зеометриме- 
скимь мтетомь`очекь симметричныхь съ фокусом параболы отно- 
сительно касательныхь къ ней, служить `директриса. 

Основываясь на этой теоремЪ, можно построить касательныя къ 
параболЪ, проходяция черезъ любую точку плоскости или параллель- 
ныя любому направлен!ю. 


Уравнев я коническихъ сфченй въ полярной системЪ 


координатъ. 
! 

195. Выведемъ теперь уравнен!я коническихъ сЪченй въ полярной 
систем координатъ, въ которой за полюсъ примемъ фокусь, а за 
полярную ось даметръ кривой, заключающ фокусы. 

Предварительно, однако, введемъ поняте о параметрь кониче- 
скаго сЪченя. ь 

Подъ параметромъ коническаго съчешя будемъ подразумФвать по- 
ловину длины хорды, проходящей черезъ фокусъ и перпендикуляр- 
ной къ оси, заключающей фокусы. . 

Отсюда видимъ, что если за ось абсциссъ примемъ ось кривой, 
заключающую фокусы, а за ось ординатъ какую-либо перпендику- 
лярную къ ней прямую, то параметромъ кривой будетъ длина орди- 
наты точки, лежащей на коническомъь сфчени и имЪющей своёй 
абсциссой—абсциссу фокуса. 

Пусть имфемъ уравнене центральнаго коническаго сфчешя, от- 
несенное къ осямъ симметри 


2 2 
а ....... 89) 


ТД == 21 и притомъ въ случаЪ эллипса а? = 5. 
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Чтобы найти параметръ р, нужно найти ординату точки, лежащей 
на коническомъ сЪчени и имфющей своей абсциссой с или — с, гдЪ. 


8 д... 198% 


Подставляя координаты («, р) въ уравнеше (283) и помня, что 
=? —-- 1, найдемъ 
< 
24? ыы 
ЧЕ, ЛИ ЕН 
ен. а-—С = 
В у 


откуда на основан!и соотношеня (284) получимъ 


[12 = (и? — с? 
р —= - =. — ва (1 — #*), 


я” а . 
гдЪ, по прежнему, черезъ е обозначенъ эксцентриситетъ кривой, рав- 


а 


Такимъ образомъ, для эллипса параметръ будетъ 


р =), 


а 


а для гиперболы 


и Е 
== =а(@— 1. 


196. Возьмемъ уравнене параболы, отнесенное къ оси симметрии и 
касательной въ вершин, т. е. уравнене 


у? — 2рл. 
Абсцисса фокуса х = > ‚ а потому параметръ опредБлимъ, под- 
ставляя въ уравнене параболы 5 вмЪсто х, откуда легко найдемъ, 


что искомый параметръ равенъ р. 

197. Найдемъ теперь уравнен!я коническихъ сёченй въ полярной 
системЪ координатъ, причемъ за полюсъ примемъ какой-либо фокусъ, 
а за полярную ось-—-ось кривой, заключающую фокусы. Направлене 
полярной оси при этомъ выберемъ отъ фокуса къ ближайшей вер- 
шинЪ кривой. 
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Пусть имЪемъ уравнеше эллипса, отнесенное къ осямъ сим- 
метри - вес 


и. 
а в 


# У 


М 


черт. 108. ‚ 


примемъ фокусъ РЁ (с, 0) за полюсъ (черт. 108), ось х-овъ за полярную 
ось и за положительное направлене на ней выберемъ направлене 
оть фокуса къ ближайшей вершинЪ; это направлене совпадаетъ 
съ положительнымъ направленемъ оси х-овъ. Положене любой точки 
плоскости опредфляется длиной г отрфзка между полюсомъ Ё и дан- 
ной точкой и угломъ-х, образованнымъ этимъ отрфзкомъ съ поло- 
жительнымъ направлешемъ полярной оси. 


Если точка М (х, у) лежитъ на нашемъ эллийсЪ, то, какъ мы 


знаемъ, разстояне ея ММ ==» отъ фокуса выражается слфдующимъ 
образомъ черезъ координаты (см. $ 180): 


УМ = =а—ш=а— 2. ок 85) 


Изъ чертежа (108) видимъ, что отрЪзокъ (011) представляетъ. 
геометрическую сумму отрЪзковъ (ОР) и (РМ), т. е. 


(ОМ) = (ОР) + (ЕМ), 
а потому 


пр Од! = пр ОР-+ пр ЕМ. 


Проектируя ортогонально на положительное направлене поляр- 
ной оси и замЪфчая, что, такъ какъ положительныя направленя оси 
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х-овъ и полярной оси совпадаютъ, то 
прх ОМ =*, прх ОЕ=с, прх #М == тс0$ 9, 
найдемъ, что 
| х—= ес 7с0$ $; 


подставляя это значенме х въ выражене (285) и рВшая полученное 
уравнене относительно г, найдемъ 


а? — 62 
а, 


® — й 
1 е508 $ 


Если вспомнимЪъ, что 


а? — с? Ь? 


гдЪ р параметръ, то напишемъ послфднее уравнене въ видЪ 


>. р 
ое ты (286) 


Это и есть искомое полярное уравнене эллипса. 
198. Переходимъ къ выводу полярнаго уравненя гиперболы. 
Пусть уравнеше ея, отнесенное къ осямъ, будетъ 

2? р 


о о 


Примемъ за полюсъ фокусь Е (6,0), за полярную ось-——0сь я-овъЪ 
и за положительное направлене на ней, направлене отъ фокуса къ 
вершинЪ (черт. 109), т. е. направлене, противоположное положитель- 
ному направлению оси х-овъ. Положене всякой точки плоскости опре- 
двляется длиной т отр$зка, соединяющаго полюсъ СЪ фокусомъ, и 
угломъ $, образованнымъ этимъ отрёзкомъ съ положичельнымъ 
направленемъ полярной оси. ь 

Если точка М (х. У) лежитъ на правой вЪтви гиперболы, то ея 
разстояне ЕМ = оть фокуса (см. 8 182) будетъ 
я 


2% ® ..... 28 


ТМ —=и=ех— а = 
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черт. 109. 


если же точка М (х,у) лежитъ на ливой вЪтви гиперболы, то разсто- 
= 


яне ЁМ =» будетъ 
ЕМ =и=а-ех....... .. (288) 


Обозначимъ уголъ, образованный отрЪзкомъ (Е/М) съ положитель- 
нымъ направлеемъ полярной оси 7 ерезъ $. 
Изъ чертежа 109 видно, что 


(ОМ) = (ОР) + (ЕМ), 
а потому 
прОМ = пр ОЕ- пр ЕМ. 


Спроектируемъ ортогонально на положительное направлен!е поляр- 
ной оси. : 

ЗамЪчая, что положительныя направленйя оси х-овъ и полярной 
оси р прямо противоположны, получимъ . 


пр» ОМ — —, прр ОГ —-- в, прр ЕМ ==7с0$$, 
а потому 
— х= —е-7с05ф`. . . ... ‹ (89) 


Если точка М (х,у) лежитъ на правой вЪтви кривой, тогда, под- 
ставивь это значене х въ выражене (287) и вспомнивьъ выражеше 
для параметра р, найдемъ 


ре р Е 
ен: ь оо и (290) 
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если же точка М лежитъ на ливой вЪтви, то, подставляя значене 
(289) для х въ выражене (288), найдемъ 


т ——- (291) 


Такимъ образомъ, полярнымъ уравненемъ правой вЪтви .будетъ 
уравнене (290), а уравнешемъ ллвой вЪтви уравнене (291). 

’ Легко, однако, показать, что обЪ вфтви могутъ быть представлены 
уравненемъ (290), если только условимся величинЪ г давать и отри- 
цательныя значен1я, причемъ, если нфкоторому значению угла о будетъ 
соотвЪтствовать отрицательное значеше 7”, то будемъ откладывать от- 
рЪзокъ г въ направлен1и, которое характеризуется угломъ $? 


Въ самомъ дёлЪ, пусть х, (черт. 110) ‘будеть уголъ соотвЪт- 


® 


7. 


черт. 110. 


ствующй Н$которой точкь М,, лежащей на ливой вЪтви, тогда длина 
”, отрЪзка (ЕМ,) опредфлится изъ уравневя (291), а именно 


я: = НЕ р Ё 
1—6С08 21 


. Въ уравненти (290) далимъ углу ? значеше у, — т; тогда соот- 
вЪътствующее значенше г будетъ 


и |: == 71, 


1 —6ес0$ $1 
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т. е. будетъ величиной отрицательной, равной по абсолютной величинЪ #1; 
поэтому отрфзокъ, сбовфтствующий углу (21 —*) и им5ющ мЪру », опре- 
дДЪляемую изъ уравненйя (290), долженъ быть отложенъ отъ точки Е не 
въ направленви ЁМ., а въ’ направлени противоположномъ. Отклады- 
вая такимъ образомъ отрЪзокъ 7х, мы, очевидно, получимъ нашу точ-^ 
ку Л, лежащую на’лВвой вЪтви. 

Итакъ, условившись разсматривать и отрицательныя значеня т 
и строить ‘ихъ, какъ только что указано, можемъ считать уравнене 
{290), т. е. уравнене 


реет не. 92) 


1+ ес08$ 
уравнешемъ обЪфихъ вЪтвей гиперболы. 
199. Выведемъ, наконецъ, полярное уравнен!е параболы. Пусть ея 
уравнен!е, отнесенное къ оси симметрии и касательной въ вершинЪ, 
будеть 


1/2 =. Эрл. ь 


Полюсъ помфстимъ въ фокусЪ Р (5,5) (черт. 111), за ‘поляр- 
\ 


` 


черт. (И, 


ную ось примемъ ось х:овъ, а за положительное направлене поляр- 
ной. оси возьмемъ направлене отъ фокуса РЁ къ вершинЪ О. Разстоя- 
не точки М (х, у) параболы отъ фокуса Г, какъ извЪфстно, таково: 


РМ х+ 5 еее (999) 
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Проектируя ортогонально отрфзокъ (ОМ), равный геометрической 
суммЪ отрЪзковъ (ОР) и (РМ) на положительное направлене полярной 
оси Ри замВчая, что положительныя направлевя оси х-овЪ и полярной 
оси противоположны, получимъ 


прр ОМ == --х, пррОЁ= —5, пре Е = 7 с0$ $, 


а потому изъ соотношешя пр ОМ = пр ОЕ -+ прЕМ имЪемъ 


- 


Е 


+ У с0$ 2. 
о * 


Подставляя это значене х въ (293), найдемъ, что 


РЕ ИУ 
Е п а) 


Если теперь сравнимъ полярныя уравненя эллипса, гиперболы 
и параболы, то увидимъ, что всЪ они могутъ быть замфнены однимъ 


Ре ла 
Е" О 


причемь вь случаь эллипса эксцентриситеть ев меныие единицы, в5 случель 
затерболы онъ больше единицы и вь случа параболы равень единиц. 


Опред$леше коническихъ сЁченй по даннымъ 
условямъ. | 


‹ 200. Если обратимся къ общему уравненшю коническаго сфченйя, 
т. е. къ уравненю 


Аз? + 2 Вау + Су + 2Рх Е 2Еу + Е==0, . . . (296) 


то увидимъ, что оно заключаетъ шесть коэффищентовъ. Такъ какъ 
вс уравнен!я, отличающяся только постояннымъ множителемъ, т. е. 
эквивалентныя между собою, представляють одну и ту же кривую, то, 
слёдовательно, для полнаго опредЗленя уравнен!я коническаго сЪче- 
ня намъ достаточно опредлить отношеня всъхъ коэффищентовъ. 
къ одному изъ нихъ, т. е. лять величинъ. Эти лять величинъ мы 
можемъ, вообще говоря, опредфлить изъ пяти условй; такимъ обра- 


„ 251 

з ` 
зомъ, для полнаго опредвленя коническаго сЪченя необходимо. 
5 условй. Напр., достаточно задать 5 точекъ, лежащихъ на искомомъ 
коническомъ сфчени, или задать 4 точки, лежащёя на немъ, и поста- 
вить въ.качествв 5-го условйя - услове, что данное коническое сФче- 
не представляетъ параболу. Что касается послВдняго случая, то въ 
немъ послЪднее услове выражается въ видЪ зависимости АС — В? = 0 
между искомыми коэффищентами. 

Мы займемся сперва опредфленмемъ уравненя коническаго сЪ- 
‘чения, проходящаго черезъ пять точекъ, заданныхъ координатами 


А (т, у), (5,2), Аз (2, у:), Л4(5, 9), Аь (ть, У»). 


Естественнымъ путемъ для опредфленя коэффищентовъ иско- 
маго уравненя кривой является сл$луюнций: такъ какъ наша кривая, 
уравнен!е которой напишемъ въ видЪ уравнения (296), должна прохо- 
дить черезъ точки Аи, А», 4. А., А, то координаты этихъ точекъ должны 
удовлетворять уравнен!ю этой кривой; подставляя координаты (х, у) 
какой-либо изъ точекъ А; въ уравнеше (296), мы должны получить 
тождество; такимъ образомъ, получимъ 5 уравненйй вида 


Ах? -|- 2Вх; 9; -|- Су: 20х,-- ЗЕ: Е = 0, (&— 1, 2, 3, 4, 5), 


изъ которыхъ, вообще говоря, можемъ опредЪлить отношеня пяти 
изъ коэффищентовъ А, В, С, Г, Е, Е къ одному изъ нихъ. Указанный 
только что способъ, вообще говоря, неудобенъ на практикЪ, а потому 
мы дадимъ здфсь другой способъ рьшеня нашей задачи. 

201. Напишемъ уравненя четырехъ прямыхъ, проходящихъ соот- 
вЪтственно черезъ точки 


(Чь 45), (Аь Ау), (Аз, Аз), (Ал, Л); 


черт. 12, 
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пусть они будутъ соотвфтственно 


ах 1-е =0, ах -- у 1 =0, 
азт + Быу + е.=0, язя -- Ву | © =0. 


Обозначимъ для краткости многочлены, стояшие въ лЪвыхъ 
частяхъ этихъ уравненй, соотв тственйо черезъ а, В, 1, 8. 

Составимъ теперь произведеня оу и 85, т. е. произведеня трех- 
членовъ, стоящихь вЪ лЬвыхъ частяхъь уравненй тфхъ прямыхъ, 
которыя не пересЪкаются между собою въ данныхъ точкахъ 41, 4», А., А.. 

Какъ нетрудно видфть, уравнеше 


] — К 8—0, (еее (997) 


гдЪ Ё неопредфленный множитель, представляетъ уравнен!е кониче- 
скихъ сфченй, проходящихъ черезъ 4 данныя точки С. А., А.. 
Въ самомъ дЬлЪ, во первыхъ, это уравнене представляетъ коническое 
сфчене; это видно изъ того, что оно второй степени относительно коорди- 
натъ (х, у). 

ДалЪе, видимъ, что соотвфтствующ!я ему при какихъ угодно 
значеняхъ К коническя сфчешя проходятъ черезъ данныя точки 
А., А» Л, А; въ этомъ убЪждаемся, замфчая, что разсматриваемое 
уравнеше удовлятворяется координатами точекъ пересфченя прямыхъ 


1 а=0, 8—0. 9\а=0, 3=0, 3) т==0, 8==0, 4) 1=0, 8=0, 


‚а эти точки пересЪчен!я и будутъ соотвЪтственно точками Ах, А», Аз, Аз 
{см. черт. 112). 

Такимъ образомъ, давая  всевозможныя значен!я отъ— со до -| ©, 
булемъ получать всевозможныя коническя сЪчешя,  проходящя 
черезъ 4 данныя точки. 

Уравнене (297), представляющее совокупность этихъ кониче- 
скихъ съченй, носитъ назван!е ‘уравнения сеязки пли пучка коническить 
съченай. 

Въ числЪ  коническихь сфчешй этого пучка будетъ нахо- 
диться и разсматриваемое коническое сфчене, которое проходитъ еще 
черезъ точку 4.. 

Пусть при частномъ значени #, уравнеше (297) представляетъ 
искомое коническое сфчеше. Такъ какъ точка А, (ж», у) лежитъ на 
немъ, то координаты ея должны удовлетворять * уравненю (297); поэ- 


тому, если черезъ я., 3», 1» 8, обозначимъ результатъ вставки въ трех- 
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члены а, В, т, 6 координатъ (т, у) вмЪсто (*, у), то получимъ тож- 
дество | 


9:1: — АВ 8, = 0, 


откуда заключаемъ, что для разсматриваемаго коническаго сфченя А 
имЪетъ значене 


Подставляя это значене & въ уравнеше (297), найдемъ уравнене 


коническаго сфченя, проходящаго черезъ пятЬ данныхъ точекъ въ 
видъ 


В бо — 95156 —0 0... (998) 


202. Допустимъ теперь, что три изъ данныхъ точекъ лежать на 
одной прямой; мы всегда можемъ предположить, что этими точками 
будутъ точки Л,, Л», А‚„, такъ какъ нумеращя точекъ вполнЪ зависить 
отъ насъь. Придерживаясь прежнихъ обозначен!Й, видимъ, что въ этомъ 
случа эти точки лежатъ на прямой а == 0; такъ какъ координаты 
точки А, удовлетворяютъ этому уравнению, то, слЪдовательно, а; —=Ои 
уравнеше (298) обращается въ 


В5 8, & = 0, 


т. е эквивалентно двумъ уравненямъ 1-й степени а = 0 ит = 
отсюда заключаемъ, что, если три изь пяти точек, опредьляющихь 
коническое спчейе, лежать на одной прямой, то искомое коническое съчеще 
предстивляеть вар у прямылть. 


203. Легко видфть, что уравнеше любого коническаго сченя 
можно представить въ видЪ 


ау — #38 =:0; (........ (999) 


дЪйствительно для этого стоитъ только выбрать на немъ пять любыхъ 
точекь и написать уравненше коническаго сЪченя, опредфляемаго. 
этими пятью точками. 

204. ЗамЪтимъ, что уравленя 


а == 0, 90, у =0, 


=>? 


=0. . . (300) 


представляютъ уравнешя сторонъ н$котораго четыреугольника, впи- 
саннаго въ разсматриваемое коническое сЪчене. 

Если теперь вспомнимъ, что для какой-либо точки М числовыя 
значення многочленовъ а, В, 1, & пропорщональны разстояямъ точки 
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черт. 113. 


М отъ прямыхъ (300), т. е. (черт. 113) 
а—=# МА, 8=#, МВ, 1=АМС, 8 =#. МО, 
то, подставляя эти значеня а, В, т,ё въ уравнене (299), найдемъ 
МА. МС _ ВАА, - 


Е ЕЕ: Ее = (82 
МВ. МБ А 


= 


гдЪ С нЬкоторая постоянная. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слВлующей теоремь Паппа: 
произведен разстолтй любой точки коническаю съчешя оть двухъь про- 
тивоположныхь сторонь любозо вписанназ в нео четырелольника нахо- 
ЭЗится вз постоянномь отношени кз произведению разстоянй ея оттъ доухь 
Эруниль сторонь этото .четыреулольника. 

Иначе ту же теорему можно формулировать и такъ: звометри- 
ческимь мпстомь точекь, для которыхь произведоше ихъ разстоянй оть 
Эвухь данныхь прячыль находится вз постонипомь отношении къ произве- 
денфю ‘изъ разстоний оть двухь друшль данныть прямыль, ти’ фонинеское 
спчете, описанное около четыреуюльника, образованиоо этими четырмя 
прямыми. 

205. Пусть имфемъ н»которое опредъленное коническое сЪченге, 
описанное около  четыреугольника, уравненя послЪдовательныхъ 
<сторонъ котораго таковы: 
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Уравнене этого коническаго сфчен1я будетъ 
97 — 8 =0, 


тдЪ № имЪетъь нЪкоторое опредьленное значенте. 
Мы всегда можемъ предположить, что # = 1: стоить только при й + 1 
написать уравнен!е стороны В ==0 въ видЪ #8 =0. 


Итакъ, пусть уравнене разсматриваемаго коническаго сЪченя 
будетъ 


ат В =0........ . (300 


Мы можемъ написать его и въ видЪ равенства двухъ отношенй 


гДЪ ^ параметръ, который измЪняется съ переходомъ отъ одной точки 
коническаго сЪченя (301) къ другой. 


Такимъ образомъ, вводя этотъ перемфнный параметръ ^, мы 
можемъ замфнить одно уравнеше (301) двумя 


а 


8—0,  8—м=0........ (02) 


Каждое изъ послфднихь уравненй при измфнени Х отъ — с 
до - © представляетъ пучекь прямыхъ, причемъ всЪ прямыя перваго 
пучка проходятъ черезъ точку пересЪченя А прямыхъ 


а — 0, В=0, 


черт. 14. 
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а вс прямыя второго пучка черезъ точку пересфченя В прямыхъ 
8—0, \=0 


(см. черт. 114); точки А и В назовемъ центрами пучковъ. 

Легко видфть, что каждой прямой перваго пучка соотвЪтствуетъ. 
одна и только одна опредфленная прямая второго пучка, соотвфтствую- 
щая тому же значен!ю параметра ^, и наоборотъ. Эти соотвЪтствую- 
ция прямыя назовемъ соотвтьтсетвениыми лучами -нашихъ пучковъ. 

Очевидно, что координаты точки пересфченя 1! двухъ какихъ- 
либо соотвЪтственныхъ лучей, удовлетворяютъ уравненю 


получаемому изъ уравнений (302) путемъ исключен1я параметра ^. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей интересной теоремЪ: 
звометрическимь мпстомь точекь пересьченя двухь прямолинейныхь пучков, 
находящихся 60 взаимно-однозначномь соотвътетвти, служить коническое 
стъчене, проходящее черезь ихтз центры. 


Замфтимъ, что 06а пучка прямыхь, находящится во взаимно-обнознач- 
номь соототтетии, носятть назваше проективныхь пучковз. 


206. Предположимъ теперь, что въ уравнени (297) прямыя 
В= 0, 5—0 ` 


стремятся къ совпаденно,. т. е., что точки 4 и А, стремятся къ стянйо 
соотвЪтственно съ точками А, и Д.. 


Въ предЪлЪ, когда прямыя 
в=0 8=0 
сольются, уравнеше (297) представится въ видЪ 
#0: с.’ . с 


Это уравнене, по прежнему, при всевозможныхъ значеняхъ й 
будеть уравнешемъ коническаго сЪченя. Нетрудно видЪть, что, ка- 
ково-бы ни было К, всБ эти коническя сЪченя будутъ касаться 
прямыхъ 


а == 0, 1=0 


въ точкахь пересфченмя этихъ прямыхъ съ прямой 8 =0, носящей 
назване зорды касаная (черт. 115). Въ самомъ дЪлЪ, найдемъ точки 
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пересфчен!я одной изъ прямыхъ а =0, 1—0 съ любымъ изъ кони- 
ческихъ сфченй (303). Координаты этихъ точекъ перес5ченя опре- 
дфлятся изъ уравненйй 


черт. 115. 


& —= 0, 9] — #8? = 0, 
или изъ эквивалентныхъ съ ними уравнен1й 
а=0, #=0, 
или, наконець, изъ уравненй 
а —= 0, 8 = 0. 
Такъ какъ уравнен!я 


а‘ — 0, 8—0 


1-й степени, то отсюда видимъ, что прямая а — 0 пересЪкаетъ кривыя 
пучка (303) только въ одной точкЪ, представляющей точку пересф- 
ченя прямыхъ 

. . & = В ==} 


` 


< 


другими словами, прямая а = 0 касается всЪхъ кривыхъ (303) въ точкЪ 
пересЪчен!я этихъ кривыхъ съ прямой В == 0. 

Основываясь на только что сказанномъ, можно доказать слфдую- 
щую теорему: ипроизведеше разстолнй любой точки конимесказо — стьче- 
я оть двуть каких либо касательныхь къ нему находится в по- 
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стоянномь отношении кь квадрату ея разетояля отз соотвътетвую- 
чей хорды касавия. 
Доказательство это предоставляемъ найти читателю. 


207. Обратимся еще къ уравненю (303) коническихъ сЪченй, 
касающихся прямыхЪ 


а —= 0, 1—0 


и имфющихъ хордой касанйя прямую В == 0. 


Допустимъ, что послЪдняя хорда удаляется на безконечность, 
т. е. представляетъь безконечно улаленную прямую. Какъ извЪфстно, 
за уравнен!е безконечно удаленной прямой можно принять уравнене 
С = 0, гдЪ С нЪкоторая постоянная, отличная отъ нуля. 


Поэтому, полагая, что въ уравнении (303) В обращается въ по- 
стоянную С, получимъ уравнен!е пучка коническихъ сЪченй, касающихся 
прямыхъ 


а), у:=0 
на безконечности. Уравнен!е это будетъ вида 
9] — ЕС? а 


или 
а] =, 


гдЪ Й какая угодно постоянная. 


Такъ какъ прямыя, касающйяся коническаго сЪченя -на безко- 
нечности, носятъ назване асимптотъ, то, слфдовательно, прямыя 


в. =0 
будутъ представлять асимптоты этихъ коническихъ сЪченй. 
Вь частности, если за прямыя 


а = 0, 1=0 


приняты оси координатъ, то уравнеше коническихъ сЪченй, имЪю- 
щихъ асимптотами оси координатъ, будетъ вида 


ху = №, 


результатъ намъ уже извЪстный. 


Когда № 0, это уравнене представляетъ гиперболу, а когда й = 0, 
оно представляетъ уравнеме пары прямыхъ, именно, осей координатъ- 
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208. Разсмотримъ теперь такую задачу: даны два коническая стъче- 
я 
Аа -- 2Взу-|- Су 20% -2Еу-- Е 0, 
412? + 2В15у -|- С -- 20х- 2Еу + Е ре 0; 


.. 2. (804) 


эпребуетея найти точки итъ пересьченая, 


Для нахожденя этихъ точекъ нужно р%Ъшить уравненя (304), 
Какъ извЪстно, два Уравненя 2-й степени съ двумя неизвЪстными 
имЪютъ, вообще, четыре пары рёшенй (21, и), (ль, 2), (2, 3), (жа, 4), 
дъйствительныхъ или мнимыхъ. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ заключеню, что два коническая 
стъченая, вообще, пересюкаются въ четырех точкахь, дъйствительныхь 
ли мнамыхь, фоазличныхь или, вовподающихть. у 


Въ случаЪ совпаденя двухъ какихъ-либо изъ этихь точекъ 
разсматриваемыя коническя сЪфчен:я касаются другъ друга. 


209. Разсмотримъ теперь исключен изъ этой теоремы. Допустимъ 
сперва, что оба разсматриваемыя коническя сЪфченя представляютъ 
пары прямыхъ, причемъь объ пары имЪють общую прямую; тогда 
Уравненя (304) представятся въ видЪ 


(ах Ну-с) (их Бу е,) = 0, 
(а Ну-с) (ах Е Вьу с») —=0. 


Точками пересЪченя этихъ паръ будуть: съ одной стороны, веь 
точки общей прямой 


ау -+е—0 


и, съ другой, точка пересфчен!я прямыхъ 


й 


ая Рус, = 0, аж + Бу с, = 0. 


Переходимъ ко второму исключительному случаю. 


Пусть въ уравненяхъ (304) коэффищенты при членахъ 2-го 
измЪреня пропорцюнальны между собою, т. е. 


и 


это имЪетъ мЪсто, напримЪръ, тогда, когда эти уравнения предста- 
вляютъ два круга. 
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Не. нарушая общности можемъ въ разсматриваемомъ случа® 
написать нашй' уравненя въ вид. 
_ Ая -- 2Вху-+ Су? + 20х + 2Еу + Е==0, 
5 (306} 
Аа? -- ЭВху + Су? Г ЕН 2Еу + Е, =0. 


При ршени этихъ уравнен замфнимъ одно изъ нихъ эквива- 
лентнымъ уравнешемъ, которое получимъ, вычитая изъ перваго ура- 
внешя второе. Тогда вм$сто системы уравнешй (306) будемъ имЪть 
эквивалентную съ ней систему 


А --2Вху-- Су +205 2Еу + Е— 0, 
2(р— 1) 4+9 (Е Еду Е Е, =0, 


состоящую изъ одного уравненя коническаго сЪчешя и одного ура- 
внен!я прямой. 

Рьшая эти уравненя, получимъ 06% точки. пересъченя кри- 
выхь (306). 

ЗдЪсь рднако имфемъ только кажущееся противорфче съ общей 
теоремой. ДЪйствительно, нетрудно видфть, что кривыя (306) имоют»ь 
одинаковыя асимптотичевкя направлеяя, а, слюдовательно, онъ пере 
спкаютеся между собою въ двуть безконечно-удаленныхь точкахь, лежащихь 
на их асимптотахь. 

Итакъ, принимая во вниман!е и эти безконечно-удаленныя точки, 
видимъ, что за исключенемъ перваго случая, разсмотр$ннаго въ этомъ, 
$-Ъ, теорема $ 208 справедлива. 

. 210. Положимъ теперь, что уравненя (304) представляютъ кони- 
ческыя сфченя, пересЪкаюцияся въ четырехъ точкахъ. Обозначимъ. 
лЪвыя части этихъ уравнен!й черезъ фи № и разсмотримъ уравнене 


А-Ны = 0, о... 0 


гдЪ Ли в какя угодно числа, не равныя одновременно нулю. 
Уравнене (307) при всфхъ подобныхъ значеншяхъ }. и в предста- 
вляетъ коническое сЪчене, за исключенемъ случая, когда кривыя 


[=0, ЕВ =0 


пересЪкаются въ двухъ точкахъ на безконечности; въ этомъ послфд- 
немъ случаЪ, такъ какъ имфютъ мЪсто соотношеня (305), то при зна- 
чен1яхъ Х и в удовлетворяющихъ условю 


| А = В С 
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уравнене (307) обращается въ уравнене прямой 
р 2(4.р— АП) +2 (А.Е — АЕ) у+- А.Е — АР, — 0, 
Оставляя въ сторон$ этотъ случай, видимъ, что уравнене (307) 


представляеть мучекь коническиль съчешй, пролодищить черезз 4 точки 
тересьчетя коническижь съчевй 


[==0, В = 0. 


При в-=0 это уравнеше обращается въ /-—=0, при ^=0 въ 
№ =0. Полагая ^ ‘отличнымъ отъ нуля, можемъ представить уравне- 
не (307) въ видЪ 


а о И + -& д: (308) 


ГДВ А =. — ) . Для полнаго опред$лен1я какого-либо коническаго сЪче- 


ня, принадлежащаго разсматриваемому пучку, нужно задать еще одно 
услове, изъ котораго можно было бы опредфлить параметръ &. 
НапримЪръ, можно было бы задать пятую точку, черезъ которую 
должно проходить разсматриваемое коническое сЪчене, или задать 
одну какую-либо его касательную, или поставить услове, что оно 
представляетъ параболу, и т. п. 
211. Если предположимъ, что каждая изъ кривыхъ 


р р —=0 


представляетъь пару прямыхъ, т. е., что эти уравненя можно напи- 
сать соотвЪтственно въ видЪ " 


@у == 0, В; 


ГДЪ а, 3, 1, 8 многочлены первой степени, тогда уравнен{е (308) при- 
метъ видъ 


9; — #86 —0 


и представить пучекъ коническихъ сЪченй, описанныхъ около четыре- 
Угольника, уравнения поблЪдовательныхъ сторонъ котораго будутъ 
<оотвфтственно 


«0, 3=0, 1—0, 8—0. 


Такимъ образомъ, приходимъ къ уже извЪстнымъ намъ резуль- 
Татамъ. - 
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212. Пусть теперь имЪемъ треугольникъ, сторены котораго заданы 


уравнен!ями 
= 1=0 тб 


А а&= 0 


черт. 116. 


Нетрудно убЪдиться, что уравнене 


299. рат РУЗ: оочень. 09 


гдЪ, по крайней мЪрЪ, два изъ чиселъ #4, и, у отличны отъ нуля, пред- 
ставляетъ коническое сЪчен!е, описанное около даннаго треугольника. 
ДЪйствительно, координаты вершинъ треугольника (черт. 116) удо- 
влетворяютъ: координаты 4, уравненмямъ 

&=0. 8—0, 
координаты 4» уравненямъ 

В=0, 1—0, 
координаты 4, уравненямъ 

а— 0, 1=0, 


откуда видимъ, что эти координаты удовлетворяютъ и уравнен!ю (309) 
пр: всевозможныхъ значеняхъ 4, в, \.' 

Если положимъ, что 4 +0, то уравнене (309) можно написать 
въ видЪ 


ав-Е от + = 0, .-.. 89 
ГгДЪ | 
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Для полнаго опред$лен1я какого-либо коническаго сЪченя, при- 
надлежащаго связкъ (310), необходимо задать двс Уусловя, изъ кото- 
рыхъ мы могли бы опредфлить параметры ди 4. 

- `213. Воспользуемся методомъ сокращенныхъ обозначен!й для 
доказательства двухъ ‘чрезвычайно важныхъ теоремъ, именно меоремы 
Паскаля и теоремы’ Брбаншона. 

Предварительно, однако, сдфлаемъ слБдующее замфчане, 
Пусть имЪемъ нЪкоторое уравнене п-ой ‘степени относительно 
координатъ х, у 


у =0....... .. (311) 


допустимъ, что этому уравненно удовлетворяютъ координаты всльжь 
точекъ нЪкоторой кривой степени р<п 


$ (4 У) =0. 
Очевидно, что при этомъ предположен!и уравнеше (311) должно 
представиться въ вид 


. 


$ (1,9) =$ (2,9). (2, у) ==0, 


Й 


ГДФ в (5, у) многочленъ степени: п — р относительно хи у, и, слЪдова- 
тельно, уравнеше (311) эквивалентно двумъ уравненлямъ 


$? (1) —0, _ о (ху, 


соотвЪтственно степеней и и я — р. 

Итакъ, если Уравнене никоторой кривой п-ой степени удовлетио- 
ряетея координатами веъхь точекъ нъкоторой кривой степени <», то 
эта кривая п-0ой степени распадается на деть хривыя степеней рип р, 

214. Приступимъ теперь къ доказательству теоремы Паскаля. 

Какъ извЪстно; пять произвольно взятыхъ точекъ вполнЪ опре- 
дфляють коническое сЪчене, слЪдовательно, заесть произвольно взя- 
тыхъ въ плоскости точекъ, вообще говоря, не лежатъ на одномъ 
коническомъ сфчени. 

Иначе говоря, для того, чтобы шесть точекъ лежали на одномъ 
коническомъ сЪчени, эти точки должны удовлетворять нЪкоторому 
спещальному услов1ю. 

Такое услове и дается теоремой Паскаля. 

Возьмемъ на какомъ-либо коническомъ сфчени шесть произ- 
вольныхъ точекъ 4,В,С,р,Е,Е (черт. 117). Соединимъ эти точки прямыми 
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черт, 117. 


АВ, ВС, СР, ПЕ, ВЕ, ЕА; полученную такимъ образомъ фигуру 
АВСЬЕ! назовемъ всписаннымь в5 коническое съчеше шестиулольникомь 
со сторонами АВ, БС, СР, ПЕ, ЕЕ, ГА и вершинами А, В, С, Ф, Е, Г. 
Всяюя другя прямыя, соединяющя эти точки между собою, за исклю- 
чентемъ сторонъ, назовемъ диионалями этого `шестиугольника. 

Противоположными сторонами’ его назовемъ такя, между кото- 
рыми находятся дв послЪдовательныя стороны; Такимъ образом“, 
противоположными сторонами будутъ стороны: 1) АВи ВЕ 72) ВСи 
ЕР и 3) СР и РКА. Уравненя сторонъ АВ, ВС ‘и СП пусть будутъ 
соотвЪтственно 


== 0, и) =0,.  и:=0, 
а уравнения противоположныхъ имъ сторонъ РЕ, ЕЁ, КА 
#1 — 0, 17% — 0, #25 —- 0. 


а 


Пусть кромЪ того # =0 представляеть уравнене д1агонали АР. 
Наше коническое сфченме можемъ резсматривать какъ описанное 
около четыреугольника АВСР со сторонами 


и1 =0, из =0, из =0, 26 — 0, 
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а потому оно напишется (см. 8 201) въ видЪ 
#1 Иа = 9. #276, Е И (312) 


ГДЪ А иметь нЬкоторое опредфленное значене. 


Съ другой стороны, наше коническое сЪчен!е мы можемъ раз- 
сматривать какъ коническое сфчеше, описанное около четыреуголь- 
ника АРЕР со сторонами 


и — 0, в; = 0, ‘2-=0, #3 — 0, 
а потому его уравнеше можемъ написать въ видь 
Вабра == Я нь нк 99 


гдЪ в нфкоторое опредфленное число. 


Составимъ теперь новое уравнене такимъ образомъ: перемно- 
жимъ между собою многочлены, стоя !е въ лЪвыхъ частяхъ уравне- 
ний (312) и (313), и приравняемь ихъ произведеше многочлену, пред- 
ставляющему произведене правыхъ частей тЪхъ же уравненй. 


Тогда получимъ уравнене 
ит вв — Аг, уни 


уравнеше это 4-ой степени, такъ какЪ Ш, И», Ц, п, в.’ ед, ав много- 
члены 1-й степени. 


Очевидно, это, уравнене удовлетворяется Координатами точекъ, 
уловлетворяющими уравнешямъ (312) и (313), т. е. координатами точекъ 
нашего коническаго сфченйя. 


Если напишемъ наше уравнене ВЪ видЪ 
(риа из — де га и) #0, 
То замЪТИмМЪ, что оно распадается на два уравнешя 
в — 0, РИ Шут» — ви, —=0;. ,.,. (314) 
первое изъ нихъ представляеть уравнене дагонали АЛ, а второе 


представляеть кубическое уравненге. 


Но, такъ какъ оно должно удовлетворяться координатами всЪхъ 
точекь нашего коническаго сфченя, то оно должно распасться, 
какъ это мы показали въ предыдущемъ $-Ъ, на два уравненя: уравне- 
не коническаго сЪченя и уравненше нЪкоторой прямой 1. Г. 


` 
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Сльдовательно, если координаты какой-либо точки, не лежащей 
на разсматриваемомъ коническомъ свчеши удовлетворяютъ уравнен!ю. 


И 1302 — #11 #3 и —=0, очи к. а "Ы (315) 


то эта точка лежитъ на прямой Г Г. 


Теперь ‚ нетрудно видЪть, что уравнене (315) удовлетворится 
координатами точекъ пересЪченя прямыхъ: и =0 и =0, и„=0и 
$2 = 0, из =0 и ®:=0, т. е. точекъ пересфченя двухъ какихъ-либо 
противоположныхъ сторонъ нашего шестиугольника. 


Какъ нетрудно видфть, эти точки не лежатъ на коническомъ 
сфчени, а, слЪдовательно, вс онф лежатъ на прямой Г. 
| Такимъ образомъ, мы и приходимъ къ теорем Паскаля: точки 
перестъченая зирехь парь противоположных сторонъ любою вписаннаю 
в коническое съчеше шестанлольники лежать на одной прямой. 


Эта прямая носитъ назване ирлмой Паскаля для даннаго шести- 
угольника. 


215. Положимъ теперь, что точка Ё движется по коническому с$че- 
ню, стремясь къ смяню съ точкой А. Въ предЪЛЪ, когда точка Е сов- 
падетъ съ точкой А, сторона ЕА шестиугольника обратится въ каса- 
тельную, а самъ вписанный шестиугольникъ обратится во вписанный 
пятиугольникь АВСРЕ (черт. 118). 


черт. 118. 


Противоположныя стороны шестиугольника АВИи ПЕ, ВС и ЕЕ 
обратятся вЪ несмежныя стороны пятиугольника, а сторона ГА, про- 


дующему видоизм5неню теоремы Паскаля: точки пересючещя  двуть 
парь несмежныхь сторонё  любозо пятиуюльника, вписаниию —в5 кони- 
ческое съчеще, лежать на одной Прямой съ точкой переспиеня пятой 
стороны съ касательной къ копическому  спченно, проведенной въ про- 
тивоположной ей вершить. Эта прямая тоже носить назван!е прямой 
Паскаля для даннаго пятиугольника. | 


216. Если и точка С, двигаясь по коническому сЪченю, 
сольется съ точкой 1), то тогда наигь пятиугольникъ обратится во 


теорема: во веякомь вписанномь въ коническое  съчете четиреуюльникть 
деъ точки переспиешя Овуль противоположеныхь сторон лежать на ` 
одной прямой съ двумя точками перестченя касательныхь, проведенныхь 
85 противоположныхь вершинать. 


217. Наконецъ, если предположимъ, что двЪ вершины вписаннаго. 
четыреугольника сольются, то придемъь къ слЪдующей теоремЪ: во 
веякомь треуюльниить, вписайномь въ номическое  сьмете, три точки, 
пересъченя каждой стороны „65 кавательий въ противоположной вер- 
нилль лежать на одной прямой. в 


218. ПримЪнимъ теорему Паскаля для построения  сколькихъ. 
угодно точекъ коническаго СЪчен1я по пяти даннымъ его точкамъ. 


Пусть намъ даны пять точекъ 4, В, С, Е (черт. 119). 


черт. 119. 


Проведемъ черезъ точку А какую-либо прямую АК и постараемся 
найти на ней точку Л, лежащую на коническомъ сЪчени. Стороны 


268 


АВ, ВС, СР, РЕ и АК представляютъ стороны вписаннаго шести- 
‘угольника, шестую вершину котораго Е мы ищемъ. Для построеня 
прямой Паскаля для этого шестиугольника имъемъ двЪ точки: точку Р! 
пересъчешя противоположвыхъ сторонъ АВи ГЕ и точку Р»› пере- 
сЪченя противоположныхь сторонъ Сри АК. Построивши прямую 
Паскаля Р.В, соединимъ точку Ё съ точкой Р. пересъченя прямыхъ 
Р.Р, и ВС; тогда точка Г пересБченя прямой ЕР, съ прямой АК 
и будеть искомой шестой вершиной шестиугольника АВСОЬЕЕ, 
вписаннаго въ коническое сЪчеше, которое проходить черезъ пять 
данныхь точекъ А, В, С, П, Е | 

Очевидно, при рьшенши разсматриваемой задачи всЪ построения 
производятся при помощи одной линейки. 

219. Дадимъ еще одно приложен! теоремы Паскаля. 

Пусть намъ дано коническое съчене и требуется построить ВЪ 
‘данной его точкЪ А касательную. 


ъ 


черт. 190. 


Построимъ какой-либо вписанный въ данное коническое сВче» 
‘н!е пятиугольникъ, одна изъ вершинъ котораго находится въ точкз 
А. Пусть это будетъ пятиугольникъ АВСРЕ (черт. 120). Построимъ 
для него прямую Паскаля, проходящую черезъ точки Р, и Р» пере- 
сфченшя несмежныхь сторонъ АВ и ВЕ съ одной стороны и ВС ни 
АЕ съ другой. Соединяя теперь точку А съ точкой Рз пересЪченя 
стороны СР съ прямой Паскаля Р, Р., получимъ искомую касатель- 
ную АР.. 
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Какъ и для рЪшеня предыдущей задачи, мы пользуемся здЪсь. 
только линейкой 

220. Докажемъ еще одну презвычайно интересную теорему Буан- 
шона. 

Предварительно, однако, выведемъ одно свойство поляры по от- 
ношеню къ какому-либо коническому сфченю. 

Какъ извЪстно, иолярой нЪкоторой точки (х., %) по отношенйю къ 
коническому сЪченйю называется прямая, проходящая черезъ точки 
касаня касательныхъ къ коническому сЪченйо, проходящихъ черезъ 


точку (2, 90). 
Если имемъ центральное коническое сфчене 


12 у? | 
ав 150, 


то полярой то4ки (5, %) будетъ (см. 8 168) прямая 


т у У — 0: | 
че Рав — 1=0; пене. (316) 
въ случа параболы ? 


полярой точки (х, у,) будетъ (см. 8 174) прямая 
УР) —=0. (317) 


Возьмемъ какую-либо точку (2,1) на полярЪ (316), тогда имфемъ. 
тождество 


бо, У я 
а + еб? 1 -= 0. . . . . ` ъ 


(318) 


Если теперь напишемъ уравнене поляры точки (хи, у1) 


ра 
п ао 


то изъ тождества (318) заключаемъ, что эта поляра проходитъ черезъ 
точку (2, %). 
Совершенно аналогичнымъ образомъ убЪфждаемся, что поляра 
любой точки, взятой на полярЪ (317), проходитъ черезъ точку (2, и). 
Итакъ, поляра любой точки, взятой на какой-либо прямой, проходить 
черезь полюсь этой прлмой. 
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Иначе говоря. кода имъемь рядь точек, лежащихь на какой-либо 
прямой, то иль поляры протодять черезь полюсь этой прямой, т. е. 
зереспиииотел в» одной точкь. 

221. ПослЪ этихъ предварительныхъ замфчанйй переходимъ къ 
доказательству теоремы Бубиншона: прямиыл, соеднияющийя противополож- 
ныя вершины описаннею около коническию стъчеии шестилуюльника, пересп- 
хотся в5 одиой точкъ. Точка эта носитъ назван точки Бруаишона 
для даннаго шестиугольника. 


Здфсь описаннымъ шестиугольникомъ назовемъ фигуру, обра- 
зованную какими-либо шестью касательными, взятыми въ опредфлен- 
номъ порядкЪ, а противоположными вершинами назовемъ таюя, между 


которыми на периметр шестиугольника находятся двъЪ послЪдова- 
тельныя вершины. 


Пусть имЪемъ описанный около коническаго сфчешя шестиуголь- 
никъ АВОРЕЕ (черт. 121). Пусть А'ВСТ’ЕЕ' представляетъ вписан- 
ный шестиугольникь, вершинами котораго служатъ точки касаня 
сторонъ описаннаго шестиугольника. Какъ нетрудно видЪть, вершины 
этого послЪдняго многоугольника А, В,С,Р, Е, Е представляютъ со- 
отвЪтственные полюсы сторонъ А’В’, В'С', С’, ГЕ, ЕЕ, КА. 

По. теорем$ Паскаля точки пересфченя противоположныхъ сто- 
ронъ А’В' и О’Е', В'С' и ЕЁ, СГ' и ГА’ лежать на одной прямой 
Паскаля, слЪдовательно, поляры этихъ точекъ пересЪченя проходятъ 
черезъ полюсъ прямой Паскаля. 
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Но точка пересфченя прямыхъь А’'В’ и Г’Е’ лежитъ, какъ на 
прямой А’В’, такъ и на прямой Г’Е’, слЪдовательно, ея поляра про- 
ходить черезь точку А-—полюсъ прямой А’В’ и черезъ точку р — 
полюсъ прямой П’Ё, т. е. представляеть дагональ АР. Точно та- 
кимъ же образомъ убфждаемся, что полярами точекъ пересфчешя пря- 
мыхь Ви ЕЁ, СЬ'и КА’ служатъ соотвЪтственно дагонали 
ВЕ и СЕ. Такимъ образомъ, теорема Бр!аншона доказана; замЪфтимъ 
что теорема БрАаншона даетъ услове, при которомъ шесть . прямыхъ 
касаются одною коническаго сфченя. 

Предполагая, что двЪ стороны описаннаго шестиугольника сли- 
ваются, приходимъ къ теорем: во всякомь пятиуюльникь, описанномь 
коло коническаю епченя, прямая, соединнющая одну изь вершинь сз точкой 
касавя противоположной стороны, проходить черезь точку перестченя 
Эвухз дипоналей, соедиияощихь деть остальныя вершлигы. 

Наконецъ, если двЪ пары сторонъ “описаннаго шестиугольника 
сольются, то тогда придемъ къ теоремЪ; во всякомь четыреуюльникь, 
описанномь около коническево спметя, хорды касаная противоположныль 
сторонь проходять черезь точку переспченя д:влоналей 

Доказательство этихъ теоремъ, чрезвычайно простое и основан- 
ное на переходЪ къ предфлу въ теоремЪ Брланшона, предоставляемъ 
читателю. 

Точно такъ же предоставляемъ читателю на основаши теоремы 
Браншона рЪшить двЪ слфдуюцщая задачи: 1) по пяти даннымь каса- 
этельнымь кз коническому спченио построить какое-уюодно число касателъ- 
ныть кь нему и 2) по даннымь пяти касательнымь кь коническому съченио 
построить какое-лодно число ею точехь. Оба эти построеня произво- 
длятся при помощи одной линейки. 


ГЛАВА У1. 
° Методъ координатъ въ пространств. 


222. Приступая къ изложению геометри въ пространствЪ, мы 
прежде всего покажемъ, какъ можно опредфлить положене точки въ. 
пространств$. 

°  Припомнимъ, что положене любой точки М въ плоскости опре- 
дЪляется задашемъ двухъ чиселъ, координатъ точки, которыя пред- 
ставляють мЪры проекций на двЪ выбранныя прямыя, 0си коор- 
динатъ, отрезка, имтющело начало 6% постоянной почки, начали коорди- 
пать, а конець 65 данной точить М. 

Аналогично этому, для опредълен!я положения точки Въ про- 
странствз  поступимъ слдующимъ образомъ: возьмемъ три какя-` 
либо пересфкаюцияся въ одной точкЪ прямыя 02, Оу и Оз (черт. 122), 


черт/ Г22. 


носяция назван!е осей координат», и дадимъ этимъ прямымъ опред$- 
ленныя направлен!я. Соединяя теперь любую точку М пространства 
съ точкой пересЪченя осей координатъ 0, носящей назван!е начала 
хоординииь, Получимъ нЪкоторый отр$зокъ (04Г); проектируя этотъ 
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отрфзокъ на каждую изъ осей параллельно плоскости, проходящей 
черезь двЪ остальныя, найдемъ три проекщи отрфзка (ОМ), мфры 
которыхъ 

ОК—= а, ОГ-—Ь, ОМ —с 


выражаются нЪкоторыми положительными или отрицательными 
числами, въ зависимости отъ того, будетъ ли направлене этихъ про* 
екщй совпадать съ положительнымъ направленемъ осей или нЪтъ. 

Такимъ образомъ, произвольной точкЪ пространства всегда со- 
отвЪтствуютъ три числа, выражающя м5ры проекшй на опред$ленныя оси 
координатъ отрфзка, соединяющаго начало координатъ съ разсматри- 
ваемой точкой, и называемыя координатами этой точки. 

МЪра проекщи разсматриваемаго отрЪзка на ось Ох, обозначается 
обыкновенно черезь х и носить назване координаты 2; остальныя 
два числа, представляюция мЪры остальныхь двухь проекшй, носятъ 
назван!я координатъ у и 2. 

Легко теперь показать, что, наоборотъ, всякимъ тремъ числамъ, 
разсматриваемымъ какъ координаты по отношеню къ опредЪленной 
системВ координатныхъ, осей, соотвЪтствуеть одна и только одна 
точка пространства. 

Въ самомъ дЪлЪ, если имфемъ числа о, 6, с, то, откладывая на 


черт. 123. 


оси х-овъ отрЪзокъ (04) мфры а (черт. 123), на оси у-овъ отрЬзокъ 
- (ОВ) мЪры В, на оси 2-овъ отрзокъ (0С) мфры с и проводя черезъ 
точки А, Ви С плоскости, соотвЪтственно параллельныя плоскостямъ 
Оуг, Охг и Оту, построимъ параллелепипедъ, вершина котораго М и 
будетъ искомой точкой съ координатами (а, 6, с); на чертежь (123) 
координаты точки 1 таковы, что а 0, 6>0, < 0. : 
А |, ШЦЕБОРСКИЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРЯ. ь 18 
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Итакъ, если выбрана система координатныхь осей, то тремь про- 
извольнымь числамъ, разсматриваемымь какз три координаты, соотвпт- 
ствуетз одна точка пространства, и, обратно, каждой точкь простран- 
ства соотвьтетвують только три опредъленныя числа, представляюниля 
координаты этой точки. Другими словами, между точками простран- 
З@тва и координатами иль существуеть взаимно однозначное соотвитетве, 


` 


223. ЗамЪтимъ, что плоскости, проходящя черезъ двЪф как1я-либо 
оси координатъ, носять назван плоскостей координать или коорди- 
натныхь плоскостей. 


Нетрудно видЪть, что плоскости координатъ дЪфлятъ все про- 
странство на 8 частей, причемъ въ зависимости отъ того, въ какой изъ 
этихъ частей лежитъ данная точка, координаты ея будутъ имЪть т 
или друпе знаки. 


- 


Такъ, если за положительное направлеше осей координатъ при- 
мемъ направлен! Оз, Оу, Ог (черт. 124), то для точекъ, лежащихъ, на- 
примЪръ, внутри триграннаго угла Охуг, всЪ координаты (х, у, 2) будутъ 
положительны; для точекъ, лежащихъ внутри триграннаго угла Оху’2 


г 


черт, 124. 


координата у отрицательна; для точекъ, лежащихъ въ тригранномъ 
углЪ Ожу’ =, всЪ три координаты отрицательны и т. д. 


Если углы, подъ которыми пересЪкаются оси координатъ, прямые, 
то система координатъ носитъ назвае прямоуюльной системы ко- 
ординатз. 


Въ этой системЪ каждая ось перпендикулярна къ координатной 
плоскости, проходящей черезъ двЪ друпя оси. 
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224. ЗамЪтимъ, что для построен1я точки по координатамъ (х; у, 2 
можно не строить параллепипеда, какъ это мы дфлали раньше, а 
поступить сл5дующимъ образомъ: оть начала координатъ 0 (черт. 
125) на какой-либо оси, допустимъ Ох, откладываемъ отр$зокъ (ОГ, 
мЪры, равной координатЪ 2; черезь конецъ этого отрЪзка. про- 
водимъ прямую 


М 


черт. 125. 


ТК параллельно прямой Оу и на ней откладываемъ отрЪзокъ (ГК) 
м$ры у; потомъ черезъ конець этого послфдняго отрфзка проводимъ 
прямую, параллельную оси 02, и на ней откладываемъ отрфзокъ (ЁМ) 
мЪры 2. Легко видЪть, что точка М будеть искомой точкой съ 
координатами (х, у, 2). Ломаная (ОГКМ) носитъ назваше координатной 
эомано и. я 


Нетрудно ршить и обратную задачу, какъ по данной точкЪ 
построить координатную ломаную, а, слфдовательно, найти и коорди- 
наты точки; для этого изъ данной точки М проводимъ прямую, парал- 
лельную одной изъ осей, положимъ 02; черезъ точку К пересЪчешя 
ея съ плоскостью Оху проводимъ прямую параллельно оси Оу до 
пересфчен!я ея съ осью 0% въ точкЪ Г, тогда координаты точки М 
будутъ 


1=0Г, у=РК . #=КМ. - 


225. Пусть м5ры проекщй какого-либо отр$зка (ОМ) на три оси Ох, 
Оу. Ог будутъ соотвЪтственно: 


Ор= я, ОМ =у, ОМ —= д; 
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проводя черезъ точку 2 плоскости, параллельныя соотвфтственно пло- 
скостямъ 0Оуг, Озе, Оху, построимъ параллепипипедъ ОКЗГМЕ' МТ^ 
(черт. 126). 
Разсматривая ломаную (ОКМ), видимъ, что (ОМ) есть геометри- 


® ‚ 


черт. 126, 
ческая сумма отрфзковъ (ОК), (КЗ), (8М) 
(ом) = (ОК) -+ (К - (8) ...... 19 


Обозначимъ мфру отрЪзка (ОМ) черезъ *”; далЪе, обозначимъ 
углы между положительными направленями осей Ох и Оу, и 
г, (0 и Ох соотвтственно черезъ (=, у), (у, 2) (%, #), а углы 
между положительнымъ направленемъ каждой изъ осей Ох, Оу, Ог и 
положительнымъ направленемъ основан!я отр$зка (ОМ) черезъ (м, ОМ), 
(у, ОМ), (г, ОМ). За уголъ между двумя направленями можемъ при- 
нять любой изъ двухъ угловъ, дополняющихъ другь друга до 2*. 

Изъ соотношеня (319), по свойству проекщй, имфемъ 


Ра 


пром = прОК- прЁЕ$ -{- прёМ. 


Проектируя теперь послфдовательно на положительныя направ- 
ления осей я, у, 2 и (ОМ) и беря при этомъ прямоугольныя проекщи, 
найдемъ, по свойствамъ прямоугольныхь проекшй, слвдующия соот- 
ношен!я: 

г соз (=, ОМ) =х- усоз (х. У) + 260$ (2, 2), 
"08 (и, 0) = <с0$ (х, у) Ру 2 со$ (у, =), 

(3-0 
г 0$ (=, ОМ) == < с0$ (х; 2) + У с0$ (9, 2) =, 


г = с0$ (и, 01Г) Е у соз (у, ОМ) +2 соз (=, ОМ), 
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Въ полученныхъ выраженшяхъ искомыми величинами будуть ги 
косинуеы угловъ (=, ОМ), (у, ОМ), (2, ОМ), опредфляющихъ направ- 
ленше г. СлЪдовательно, намъ остается рёшить уравнен!я (320) отно- 
сительно этихъ неизвЪстныхъ. Для этого множимъ уравнешя (320) со- 
отвЪтственно на х, у, гиг и складываемъ, тогда получимъ - 


7? | тж с0$ (&, ОМ) - тусоз (у, ОМ) +- гг соз (г, ОМ) = | у? - 22 -|- 
+ 22 соз (2, 9) - 222 с0$ (я; #) Е Зе с0$ (у, 2) -- т2с0$ (т, ом) 
+ гу со$ (и, ОМ) тг с0$ (=, ОМ). 


Произведя сокращенйя, найдемъ слЪдующее выражене для 7?: _ 
9 = а Ну - =? -- ху со$ (т, у) Г 24е соз (х, г) + 2уг соз (у, 2). . . (320. 


Подставляя это значене х въ уравнения (320), получимъ выражен я 
для с0$ (5, ОМ), соз (у, ОМ), соз (2, ОМ). Намъ остается, слЪдовательно, 
только показать, что полученныя нами значення для 7 и угловъ 
(х, ОМ), (у, ОМ) и (г, ОМ) будутъ дЪйствительными; но мы не будемъ 
останавливаться на доказательств этого положеня въ общемъ слу- 
чаф, а разсмотримъ только случай, когда оси проекщй взаимно пер- 
пендикулярны, т. е. когда 


{*, = (у, 2) = (т, #) = к. 


Выражене (321) принимаетъ въ этомъ случаЪ видъ 
а | у’ 22, 


а выраженя (320) обратятся въ 


т с0$ (т, ОМ) ==1, т с0$ (и, ОМ) =, тс0$ (2, ОМ) ==, 
г—=4с0$ (я, ОМ) + усоз (у, ОМ) + 2соз (а, ОМ) = 
И... . 6899) 


Изъ (322) легко видфть, что к вещественно и что полученныя 
величины с03-овъ нашихъ угловъ по абсолютной величин будуть 
не больше единицы, слфдовательно, сами углы дюйствительны. 

Въ самомъ дфлЪ, напр., изъ выраженя 7со0з (2, ОМ) —= < на- 
ходимъ 


КА 


чИУзчи-а " 


с0$ (=, ОМ) = (323) 
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нетрудно видФть, что въ правой части выражен (323) абсолютное зна- 
нен!е числителя не больше абсолютнаго значешя знаменателя, т. е. 


— 1 = с08 (м, ОМ) == 1. 


Подобнымъ же образомъ можно показать, что дфйствительны и 
остальные углы. ЗамФтимъ, что абсолютное значеше т представляеть 
Элиму оттзки (ОМ). 

226. Изъ выражен -(320) легко’ видфть, Что умы (2, ОМ), (у, ОМ} 
% (#2, ОМ) не произвольны, а связаны _ собою нткоторой зависи- 
мостью. 

ДЪйствительно, такъ какъ равенства (320) однородны относительно 
х, у, = иг, то по исключеши отношенйй 


мы получимъ нЪкоторую зависимость ‚ менлу соз’ами угловъ (2, ОМ), 
(у, ОМ), (г, ОМ). 
Мы не станемъ выводить эту зависимость для общаго случая, а 
разсмотримъ частный случай, когда оси проекшй прямоугольны. 
Подставляя въ послЪднее изъ равенствъ (322) вмЪсто х, 9, 2 ихь . 
значеня, опредфленныя изъ первыхъ трехъ, найдемъ, что 


"—17с03? (2, ОМ) + тс03? (у, ОМ) +тсо3* (2, ОЛ) 
или Е 
с05* (2, ОМ) + соз? (у, ОМ) + с03? (=, ОМ) =1,. 


Т. е. сумма квадратовь косинусов» Уьловь, образуемыхть любымь напра- 
влешемь 5 тремя взаимно  пернендикулярными направленями, равна 
единицт. ? ь 

Если обозначимъ для краткости эти углы ‘черезъ з, ви 1, то 
послфднее соотношене напишется въ видЪ 


с05* я - с05? В - с05* у =1. ... . . (324) 


227. Пользуясь только что полученными результатами, легко 
рЬшить слБдующую задачу: опредълить разстояме между двумя точкалиь 
пространства, заданными своими кбординатами. 

Прежде чЪмъ р$шить эту задачу. замЪтимъ слЪдующее. 

Пусть (черт. 127) имЪемъ нфкоторую систему координатъ Охуг и 
двЪ течки М, (5х, и, 21), М5 (2, У, 22). Изъ чертежа видно, что 


(ОМ.) = (ОМ,) + (мМ,М.); 
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черт. 127. й 


поэтому 
прОМ, = прОМ, + пр лЁМ.. 


Проектируя на какую-либо координатную ось, положимъ на ось х, 
параллельно плоскости Оу и замфчая, что по самому опредБленю 
координатъ 

пр» ОЛЁ —=ь, пр» ОЗР, = *., 
найдемъ 
: та == я! + пр. М, М., 
откуда 
пр, М, 1, = Х =, — 1. 


Аналогичнымъ образомъ получимъ, что 
пр, М, М, = Уж у. — у, прг ММ, = Я= 2 — 2. 


Итакъ, мпра проекщёи отрьзка на какую-либо координатную овь при 
‘проектировани параллельно плоскости, проходящей через» двъ`друия оси, 
равна координать его конца безь координаты ‘ею начала. 

Теперь вспомнимЪъ, что квадратъ длины отр%фзка (14, 4.), заданнаго 
проекщями (Х, У,2) равенъ . 


7? = Ха- Уз 72-2Х Усо5 (5, у) + 2Х2 соз (х, г) +27 сов (у, г); 
подставляя сюда значен!я проекщй (Х, У, 7), найдемъ 


7 — (ля!) (и — 91) - (22 — 2)" 2 (5х, — 41) (у. — у) с0$ (=, у) 
+-2 (2. — 471) (2, — 21) с0$ (д, 2) +2 (уз — У) (2. —21) соз (у, =). . (325) 
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Если оси координатъ прямоугольны, т. е. 


(ту) (в, =) = (и, =, 
то Е 
(а — 21)? + (9 — 91) (2—2. . . . (396) 


Итакъ, в случаь прямоуюльной системы координать разстояне между 
двумя точками равно корню квадратному изъ суммы квадралтновь разностей 
содттътетвенныхь координатъь данныхь точекь. 

228. Такъ же просто рЪшается знакомая намъ изъ геометри на 
плоскости задача о дтълени отризка въ данномз отнощенги, 


2. М» 


черт: 128. 


Ранее ея совершенно ‚аналогично тому, какое мы имЪли въ 
плоскости, а потому мы дладимъ лишь окончательные результаты 
(черт. 128). Пусть данныя точки М и М. имъють координаты 
(7, уь 2), (ть, у», 2). Обозначимъ координаты точки М, лежащей внутри 
отрЪзка (М, М,) и дЪлящей его въ отношени 


черезъ {(х,у,2); тогда найдемъ, что 


бы мы (327) 


т т. 


Аналогичныя выражен!я получимъ для у и <. 
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Если точка М лежить вн отрЪфзка (М, ЛЬ), то ея коердинаты 
будуть выражаться слфдующимъ образомъ: 


Я — тт __ Ти = ту» м Та —- 122 , 
Е а В ое тов 


Ян — т т, — ть 7: — "5 


ы 


какъ эти выраженя, такъ и выраженя (327) можно представить въ 
видъ 
—__ + А __ 91 -+ Ку? __ #1 + Ел 


р = ... (828 
ем о се. © 


Замфтимъ сльдующй интересный частный случай, когда точка 


. 
М дЪлитъ отр%зокъ (М, М.) пополамъ, т. е. когда отношен!е—* == 1; въ 


ту 
этомъ случаЪ координаты точки 2Г будутъ 
—_ я: + 4 +12 ой 
ба №“ о 


229. Займемся теперь рЪшешемъ весьма важной задачи: опредъ- 
лить уюль между двумя данными направлеямти. 

Возьмемъ прямоугольную систему координать и проведемъ пря- 
мыя ОГи ОГ. (черт. 129), имъюция данныя направлен!я; угодъ между 


черт. 199. 


этими направлевями обозначимъ черезъ $. Обозначимъ далзе черезъ 
а, 3, | углы, составляемые направленемъ (Г. соотвВтственно съ поло- 
жительными направленями осей Ох, Оу и 02, а черезъ а;, Ви, т, углы, 
составляемые съ положительными направленями тЪхъ же осей напра- 
вленемъ ОГ... 
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Возьмемъ на прямой ОГ какую-либо точку М (2 у,2) и построимъ 
ея координатную ломаную (ОНКМ) такъ, что 


ОН= т, НЕ=у, КМ — 2. 


Такъ какъ х, у, 2 представляютъ мфры прямоугольныхъ проекщй 
отр3зка (ОМ), то, обозначая мФру отрзка (ОМ) черезъ г, найдемъ 


— 7 с0З а, у—"с08 В, #==7с08$71. . . . (329} 


Такъ какъ отрЪзокъ (ОМ) представляеть геометрическую сумму 
отрЪзковъ (ОН), (НК), (ЕМ), то, слфдовательно, 


прОМ = прОН + пр НК+прКМ. . . . . (330) 


Будемъ проектировать на направлеНе ОГ, и притомъ возьмемъ 
прямоугольныя проекщи. 

Такъ какъ мы обозначили уголь между направленемъ О.Г и 
направленями Оз, Оу, Ог соотвфтственно черезъ 2, 8,11, то на осно- 
вани извЪфстныхъ свойствъ проекшй соотношеше (330) напишется въ 
этомъ случаф слёдующимъ образомъ: 


7 с05ф = с0$ 9, + усо$ В, + 2с0$ 1, 
или послЪ подстановки значений (329) для х, у, 2: 
"с08ф=7 боеЫЕ в, {[соз В. со$ 81 + тсозт. 0511, 
откуда найдемъ, что 
с0$ $ = с05 9. с0$ &, + с0$В. с0$ В, -- с051.с081,. . . (33) 


Т. е. в случаь прямоуюльныхь осей координать косинусь ла между 
двумя данными направленями равень сумм произведетй по ‘два коси- 
нусовз уьлове, состазляемыть каждымь изь напраелейй сь одной и той же 
осью координат». 


Если уголъ $ =, тогда 


с05 а. с0$ 1 -- с05 В. с03 В, + 031 .с0$ 71 = 0; 


послЪднее соотношене представляетъ услойе перпендикулярности двутъь 
направлен в5 пространству въ случа прямоугольной системы 
координатъ. : 
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230. Зная выражене для соз, нетрудно найти и выражен:е для 
зшф. Предварительно, однако, выведемьъ одно замЪчательное тождество, 
носящее назван!е тождества Эйлера. Тождество Эйлера таково: каковы 
бы ни были шесть чнеель 4,В,С, АВ, Си, они тождественно удовле- 
творяютъ соотношеню 


(4? + В + С?) (А: + В - С?) — (АЛ, + ВВ, ае СС, =: 
= (АВ, == ВА, + (ВС, —= СВ)? + (СА > АС, }?. 


УбЪъдиться въ этомъ легко, произведя въ лЪвой части указан- 
ныя д-йствя и группируя зат$мъ по три члена вида 


42В,? —2Ад,ВВ, + А,2В? = (АВ, — ВА, }?. 


Переходимъь къ опредфленю зте. Пользуясь извфстными уже 
соотношен ями й 


со$ 2а -- с08?8 -- с05?у —1, со5?а: -- с083В, - со == 1, 
можемъ представить выражеше для 


3112 © = | — с08? $ 
въ видЪ 


$1129 = 1 — с08*ф = (с052а - с032В -- с03?1) (с03*а, + ©0328, + с08?4,) — с0325. 


но 


С0$ф — ©0$ 9.56059; 4 с0$ В . с058; -- с0$ 1- с0$7!, 


сл довательно, 


$112 ф — (С082 а - с052 3-Е с05?1) (с0$82а, - с0$28, + со8?11} — 
(с0$ 2. 0$ а, -- созВ. соз В, -- созт. с03 112. 


ПримЪняя къ полученному выраженшю тождество Эйлера, най- 
демъ, что 


$112ф == (С08а-с08 В, — с038. С0$ в)? - (с08 3. с08 1, — с031 . с0$ 81)? -Е 
+ (созу. СОЗ а, — 032. 60811)? . .... . . (332 


Проекщи на плоскость. 


+ 


231. До сихъ поръ мы говорили только о проектировани на пря- 
мую. Скажемъ теперь нЪсколько словъ о проектирован!и на плоскость. 
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Возьмемъ въ пространств нфкоторую плоскость = (черт. 130) и"нЪко- 


черт. 130. = 


торую прямую р, не параллельную этой плоскости. Если черезъ какую- 
либо точку пространства 1/ проведемъ прямую, параллельную прямой 
Р. то точка пересЪчешя т этой прямой съ плоскостью ля носить наз- 
ван!е ироекши точви М на плоскость п, называемую плоскоетью про- 
екией. 

Если прямая р перпендикулярна къ плоскости =, то проекщя 
носить назваше ортоюнальной проекиги. 

Проектируя на плоскость т всЪ точки какой-либо кривой М ЛИ, 11, Мз, 
получимъ въ этой плоскости кривую ть, представляющую про- 
екщю первой кривой на плоскость х. 


Наконець, если будемъ проектировать всЪ точки части какой- 
либо поверхности, то совокупность ихь проек па плоскости п даетъ 
нам проекийо этой части поверхности ча плоскость т. 


232. Допустимъ. что имъемъ нЪкоторую плоскую фигуру. Если 
будемъ разсматривать ортогональную проекщю этой фигуры на какую- 
либо плоскость я, то между площадями данной фигуры и ея ортого- 
‚ нальной проекщи существуетъь зависимость, вполнЪ аналогичная за- 
висимости между мЪрой даннаго отрЪзка и’ мЪрой его ортогональной 
проекщи, а именно: »лощадь ортоюнальной проекщи плоской фиуры равна, 
площади этой фиуры, умиодиснной на зосинусь ула между плоскостью 
фигуры и плоскостью проекций. 

Намъ достаточно доказать эту теорему только для треугольника. 
Въ самомъ дфлЪ, всяюй многоугольникъ Дагоналями разбивается на 
треугольники; поэтому, если теорема справедлива для площади тре- 
‚угольника, то она будеть справедлива и для площади многоуголь- 
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ника. ДалЪе, такъ какъ всякую замкнутую кривую мы можемъ} раз- 
сматривать какъ предфлъ вписанныхь въ нее многоугольниковЪъ, то, 
разъ доказана будетъ справедливость теоремы. для многоугольника, 
она будетъ доказана и для какой угодно плоской фигуры. 


Е 


черт. 131. 


Пусть имфемъ треугольникь АВС (черт. 131) и плоскость про- 
екщй т. Предположимъ сперва, что одна изъ сторонъ треугольника, 
положимъ АВ, параллельна плоскости проекщий. Черезъ сторону АВ 
проводимъ плоскость параллельно плоскости проекшй и спроектируемъ 
нашъ треугольникъ на эту плоскость (эта проекщя треугольника, оче- 
видно, равна проекщи его на плоскость т). 


Ортогональной проекщей треугольника АВС будетъ треугольникъ. 
АВС’. Черезъь прямую СС’ проведемъ плоскость СРС’, перпендику- 
лярно къ сторон АВ; тогда 


Если черезъ ф обозначимъ уголь между плоскостью’ АВС и 
плоскостью проекщй и замътимъ, что РС’— БС соз ®, то получимъ 


АВ. ОО созФ 


пл Д АВС’ = 5 


= пл А АВС. созе. 
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черт. .132. 


Если ни одна изъ сторонъ треугольника АВС не` параллельна 
плоскости проекщй, то можемъ всегда провести черезъ одну изъ 
вершинъ его прямую, параллельную плоскости проекшй и перес$каю- 
щую противоположную сторону въ точкЪф, лежащей между. двумя 
другими вершинами. ПримЪфняя къ каждому изъ треугольниковъ, на 
которые разбился данный треугольникъ, доказанную выше теорему и 
взявши сумму проекшй площадей этихъ треугольниковъ, убЪдимся 
въ справедливости доказанной теоремы и для этого случая. 

Такимъ образомъ, наша теорема доказана. Изъ нея можно вы- 
вести слфдующее интересное слЪдств!е. 

233. Пусть имЪемъ н$фкоторую плоскую фигуру, площадь которой 
обозначимъ черезъ ЛР; спроектируемъ ее на три взаимно перпендику- 
лярныя плоскости, которыя примемъ за три коордивнатныя плоскости. 
Обозначимъ площади проекщй нашей фигуры на плоскости уг, 2, ху 
соотвфтственно черезъ ПО», П,, Ге. Если черезъ (а, В, 1) обозначимъ 
углы, составляемые перпендикуляромъ къ плоскости нашей фигуры 
съ положительными направленями осей л-овъ, у-овъ и 2-овЪ, то углы 
`между плоскостью нашей фигуры и каждой изъ плоскостей Оуг, Оха, 
Оху будутъ равны соотвЪфтственно, какъ это легко видЪть, 


& ИЛИ п—9, В или = В, 1 или 1. 
Поэтому, на основани только что доказанной теоремы, 
р. == ЛД совзо, ЮрЕ= + 6058, 0.= Л созт, 


гдЪ знаки должны быть выбраны такъ, чтобы 0,, О,, Г: были по- 
ложительны. 
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Возвышая всф эти равенства въ квадратъ, складывая ихъ и за- 
мфчая, что а, В, т представляютъ углы, составляемые н%Ъкоторымъ 
направленемъ съ тремя взаимно перпендикулярными прямыми, а 
слЪдовательно, что 

с0$? а -- с0$8:8 -- с0$?7 == 1, 
найдемъ, что ть ыы 4 
О = И!», + Ру+ В,. 


Итакъ, площадь какой-либо плоской Фигуры равна корню квадрат- 
ному изъ суммы хвадратовь площадей ея ортоюнальныхь проек на три 
взаимно пернендик улярныя плоскости. 

234. Въ видЪ приложеня общей теорйи ршимъ сл5дующую задачу: 
найти площадь треуюльника, координаты  вершиинь которою по от- 
ношению „къ мъкоторой  пряморюльной системь  координать будуть 
{0, 0, 0), (21, у, 2), (2, у», =). 

Пусть проекшя нашего треугольника ОЛВ (черт. 133) на пло- 
скость Оху будеть 0А,В\; координаты вершинъ этого послфдняго тре- 
угольника по отношеню къ осямъ ху будутъ 0(0,0), 4, (ж, и) 
В; (х», уз), а потому удвоенная площадь его (см. $ 60) будеть 


20: —2 пл. А ОА: В, = + (жму жи), .. (333) 


Ки 


[х.У,=) 


№ 


В 


черт. 133. 


причемъ знакъ берется такимъ образомъ, чтобы правая часть была положи- 
тельной; аналогичнымъ образомъ найдемъ, что удвоенныя площади проек- 
щй нашего треугольника на плоскости Оуг и Оха будутъ соотвфтственно 


20: — 4 (1 22 -— 21 уз), 
реа 0 
20,=+ (2: ж— 2: №), 


288 


а потому удвоенная искомая площадь выразится слЪдующимъ образомъ 


20 = И (у — 2+ (2 — 21 уз) (21 2, — 41 25). 


Выражен!я (333) и (334) можно написать въ н%$сколько иной 
форм, а именно, прибавляя и вычичая въ выражени для Р. въ 
скобкахъ по 2:1, въ выраженмяхь для Пе и Пу соотвЪтственно по 
де и 2 2;, найдемъ 
202 — Еж (9) -- 9 (2. — Хх) | 
2Ру — [а (х, — х!) — м (= — 21), 
20х = 


Е: (= —2,) — = (и—9)]. 


Замфчая, что я.—я, у.-— и, а—2, представляютъ проекщи 
на оси координатъ отрфзка АВ и обозначая эти проекщи черезъ. 
х, У, 7, напищемъ послфдныя соотношеня такимъ образомъ 


2р. в ЗЕ (м Уи Хх). 2ру раса 3 (2 Х—э 7), 2х Е: + (ий— =, У). 


Если будемъ разсматривать отрфзокъ АВ, какъ векторъ, изобра- 
‘жающй, напримЪръ, скорость, ускореше или силу, то Х, У, 7 будутъ 
составляющими этого вектора по осямъ. Какъ извфстно, удвоенная 
площадь треугольника АВО, т. е. величина 20, взятая съ соотвЪт- 
ственнымъ знакомъ представляетъ моментъ этого вектора относительно 
точки О. Точно также величины 20)., 20у, 2)», взятыя съ опре- 
дфленными знаками, въ зависимости оть направленя вектора АБ, 
представляютъ моменты этого вектора соотвЪтственно относительно 
осей О», Оу и Ох. 

Такимъ образомъ, рЪьшене нашей задачи даеть намъ отвЪтъ на 
слЪдуюцщий вопросъ: найти аналитическя выраженя моментовъ век-. 
тора относительно трехъ взаимно перпендикулярныхъ осей и ихъ 
точки пересфченя, если даны слагающя этого вектора по этимъ осямъ. 
и точка приложевя вектора. 


Геометрическое значене уравнен!й. 


235. Давая координатамъ =. 9,2 всевозможныя значен!я отъ —- со до, 
+2, мы, очевидно, получимъ всф точки пространства. Если же мы 
установимъ как!я-либо зависимости между координатами т, и, г, то. 
тЪмъ самымъ мы выдфлимъ изъ всЪхъ точекъ пространства н$кото- 
рыя точки, подчиняюнИяся опредЪфленному закону, т. е. выдЪлимъ. 
точки, принадлежашя нЪкоторому зеометрическому месту. 
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Между тремя перемфнными, вообще говоря, мыслимо не болЪе 
трехъ соотношенй. Дфйствительно, если будемъь имфть болфь трехъ 
соотношейй, то либо они будуть противорфчить другъ другу, либо 
вс они будуть слфдстыями одного, двухъ или трехъ изъ нихь. 
Такимъ образомъ, въ пространствЪ геометрическое м3сто можеть 
быть задано; 1) однимь уравнешемь {[(х, у, #) —0, 2) двумя ура- 
внемями | (т, у, 2) —0, [| (я, у, г) =0, 3) или, наконецъ, тремя 
уравневями / (х, у, 2) =0, [, (а, у, &) = 0, (я, и, 2) =0. 

236. Посмотримъ прежде всего, какому геометрическому мфсту 
будетъ соотвфтствовать одно уравнен1е /{ (х, у, г) = 0. 

Предположимъ, что въ это уравнене входятъ всЪ координаты. 

РЬшая это уравнене относительно #, Получимъ конечное или 
безконечное число рёшенй вида 


21 — $1 (я, У), 22—72 (1, у)... 2и= и (т, у). .. . (335) 


Предположимъ, что уравнеше Г (7, У, 2) =0 таково, что функши 
`Фь $2... п непрерывны для всфхъ значенй (я, 9), заключающихся 
въ опредфленныхъ предфлахъ. Дадимъь хи У нЪкоторыя опредфлен- 
ныя значеня (а,6) (черт. 134); пусть нЪъкоторыя изъ значен1й 21,25 .. 2п 
будуть дЪйствительными, тогда. координатамъ (а, 6, 21), (а, В, г.),... 


& 
К х 
[9 - а 
у. 
черт. 134. 
будутъ соотвфтствовать точки М, М, ..., лежашия на одной и той же 


прямой, параллельной оси =. Точка /, лежащая въ плоскости Оту и 

имЪющая по отношению къ осямъ Ох и Оу координаты (“, В) будетъ 

проекщей всЪхъ точекъ М,, М, .. на плоскость Олу. Будемъ теперь 

непрерывно изм$нять координаты (х, у); тогда точка Г опишетъь въ 
А. П. ПИВВОРСКИ. АНАЛИТИЧ. ГКОМЕТЬН. ° 19 
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плоскости Оху нЪкоторую площадь; вмЪстЪ съ тбмъ точки М:, М»... 
опишутъ нЪкоторыя поверхности. Такимъ образомъ, каждое изъ ура- 
вненй 21 == (я, И) 2 = $2 (#, У) -.- можемъ разсматривать какъ 
уравнене, соотвЪтствующее нЪкоторымъ поверхностямъ 1, 9... 
Такъ какъ совокупность уравненй (335) эквивалентна одному ура- 
вненю [(х, 9, 2) = 0, то это уравнене мы можемъ разсматривать какъ 
уравнене поверхности, представляющей совокупность всЪхъ этихъ 
поверхностей 5,9: .. 


Итакъ, уразиене между тремя поординатали 2, у, & предета- 
вляеть, вообще зоворя, иъкоторую повертность. | 


237. Положимъ теперь, что въ разсматриваемое уравнене не вхо- 
‘дитъ какая-либо одна координата, напримЪръ, координата 2, т. ©. ура- 
внене наше имфетъ видъ / (х, У) = 0. 


Послфднему уравненмю 65 плоскости ту соотвЪтствуеть нЪ- 
которая кривая К АГ (черт. 135) Черезь любую точку этой кривой 
А (а, 8) проводимъ прямую, параллельную оси г. Координаты любой 
точки М, взятой на этой прямой, будуть (а, 6, 2), ГД 2 можетъ имЪТЬ . 


черт. 135. 


всЪ значешя отъ — со до -- <>; такъь какъ въ уравнение / (+, у) =0 
не входить 2, то, сл5довательно, координаты любой такой точки удо- 
влетворяютъ этому уравнен!ю. Такимъ образомъ, разсматриваемое гео- 
метрическое МЪсто образовано движеншемъ прямой, параллельной .оси 
2-овъ и проходящей черезъ кривую КАТ; такое геометрическое мЪсто 
представляетъ цилиндрическую поверхность, образующя которой парал- 
лельны оси 2. Съчешемъ этой поверхности плоскостью Ожу, какъ мы 
видфли, служитъ кривая КАГ, уравненемъ которой по отношеню къ 
осямъ Ох и Оу будетъ уравнеше / (х, 9) = 0. 
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Итакъ, если въ уравнеще поверхности не входить координата 2, то 

зпакое уравнеме предсетавляетъь цилиндрическую повертность, образуюиия 

° которой параллельны оси 2-0вз. ы 

'Ясно, что аналогичныя заключеНя можно вывести относительно 
уравненйй вида [ (х, г) —=0 или } (у, =) = 0. 

238. Допустимъ теперь, что въ разсматриваемое уравнене не вхо- 

лятъ двЪ координаты; пусть, напримфръ, имфемъ уравнеше /{ (х) == 0. 


. < К 
х 
а, 
у тя 
черт. 136. - 
РЪъшая это уравнеше, ‘получимъ 
я —а;:, т—а, .. = а», 
гдЪ число п конечно или безконечно и а;,.. . а» постоянныя 


числа. Если всВ эти числа комплексны, то очевидно, наше уравнене 
не представляетъ никакой дЪйствительной поверхности. 

| Допустнмъ теперь, что нфкоторыя изъ этихъ чиселъ, положимъ 

- а, а» -.-. аъ, дыйствительны. Отложимъ на оси а-овъ (черт. 136) от- 

рЬзокъ ОЛ, =а, и проведемъ черезъ конецъ его плоскость, парал- 

лельную плоскости (у. Легко видЪть, что для всЪхъ точекъ этой 

плоскости координата х равна а. 

Итакъ, уравнеше х=а, представляетъь уравнеше плоскости, парал- 
лельной плоскости Оуг. Если мы введемъ въ разсмотрфне и мнимыя 
плоскости, т.е. плоскости, соотвВтствующя мнимому значеню по- 
<тоянной а;, то можемъ сказать, что уравнеше { (1) = 0 иредставляеть 
зравнеме совокупности плоскостей, параллельныхь плоскости Оуг. 

Каково геометрическое значенше уравненй { (у) =0и (2) =0, 
само собою ясно. 
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239. Наоборотъ, легко видфть, что между координатами точекъ 
любой поверхности, мы должны предположить а риог! нЪкоторое 
соотношене. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть имфемъ въ пространствЪ нфкоторую по- 
верхность 8 и н®которую систему, координатъ Охуг. 

Пусть поверхность эта отлична отъ цилиндра съ образующими, 
параллельными оси 2. 

Дадимъ координатамъ х и у опредфленныя значеня и черезъ. 
точку Г плоскости Оху съ координатами (2, у} проведемъ прямую, 
параллельную оси 2. Мфра отрфзка этой прямой между плоскостью Оху 
и поверхностью 5 будетъ выражаться опредЪленнымъ числомъ и 
будетъ измфняться въ зависимости отъ значений (2,9); такъ какъ мЪ- 
ра этого отрфзка представляетъ координату 2 нЪъкоторой точки, 
лежащей на поверхности 5, то отсюда заключаемъ, что для точекъ. 
поверхности 5 координата 2 представляетъ нфкоторую функщю отъ. 
гии. 

Само собою разумЗется, что найти аналитическое выражене для 
= черезъ хи у, т. е. указать совокупность алгебраическихъ операщй,. 
которыя нужно произвести надъ х и у для того, чтобы получить со- 
отвфтствующя значешя 2, въ общемъ случаЪ невозможно, но тЪмъ- 
не менфе мы должны предположить, что какая-то зависимость между 
х, у, = существуетъ. . 

Если теперь предположимъ, что разсматриваемая поверхность. 
цилиндръ съ образующими, параллельными оси 2-овъЪ, и что съчене 
его плоскостью ху иметь своимъ уравнешемъ вё этой плоскости 
уравнене 


Г(х, У) == 0, 


тогда, очевидно, это посл$днее уравнене представитъ в» пространстве 
уравнене разсматриваемаго цилиндра. 

Частнымъ случаемъ будетъ тотъ, когда цилиндръ обратится въ 
ПЛОСКОСТЬ. 

Такимт, образомъ, наше утверждене, ‘что всякой поверхности со-. 
отвтынетвуеть никоторое ур: внеше, можетъ снитаться доказаннымъ. 

240. Переходимъ къ разсмотрфн!ю геометрическихъ мъстъ, соотвЪТ- 
ствующихъ двумъ уравненямъ 


Ге, ч, 8) =0, [р (е. на) =0. 


Каждое изъ этихъ уравненй, какъ мы уже знаемъ, предста- 
вляетъ поверхность, слЪдовательно, два этихъ уравненя представляютъ. 
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геометрическое мЪсто точекъ, общихъ двумъ этимъ поверхностямъ. 
Такъ какъ двЪ поверхности пересфкаются, вообще, по кривымъ, то, 
<лфдовательно, вообще говоря, два уривнешл 


Ё(%, 9,2) = 0, Ё (2, у,2) =0 


представляють въ пространств нокоторую кривую. 


ИзЪ общей теори системъ уравненйЙ извЪстно, что всякая си- 
‹тема уравнёнй можетъ быть замЪънена системой эквивалентныхъ съ 
ними уравненй, слЪдовательно, мы можемъ замфнить разсматриваемыя 
Ууравненя безчисленнымъ множествомъ системъ  экенвалеитныхь съ 
ними уравненй. 


Возможность опред%лен!я кривой при помощи различныхь си- 
стемъ уравнешй основывается на томъ, что черезъ данную кривую 
можемт провести безчисленное множество поверхностей. 

Каждыя двЪ изъ нихъ мы можемъ взять для опредЪлен!я нашей 
кривой 

Особенно интереснымъ предстявляется замфна данныхЪ уравненй 
уравненями, получаемыми изт. нихъ путемъ исключен!я какой-либо 
координаты. Исключая, напримфръ, сперва координату 2, а потомъ 
координату у, найдемъ уравненя 


9: (т, у) = 0, Фа (х, 2) = 0, 


Первое изъ этихъ уравненй представляетъ уравненше цилиндра, 
который проходить черезь нашу кривую, и образующя котораго 
параллельны оси 2`овъ; второе уравнеше представляетъ уравнене 
цилиндра съ образующими, параллельными оси у-овъ. 

Съ другой стороны, первое изъ этихь уравненй можемъ раз- 
сматривать въ илоскости ху какъ уравнеше кривой пересфченя этой 
плоскости съ первымъ цилиндромъ, т. е. уравнеше проекии нашей 
кривой на плоскость ху; точно такъ`же второе уравнен!е представляеть 
уравнеше проекцй: нашей кривой на плоскость 2. 

Если уравненйя $, = 0, %.=0 эквивалентны съ уравнешями /=0, 
А =0, то эти проекши вполнЪ опредфляютъ кривую; если же они 
имъ не эквивалентны, то для полнаго опредфлен!я кривой намъ нужно 
знать ея проекщю и на третью координатную плоскость. 

.Замфтимъ, что изъ двухъ уравненй, опредфляющихъ кривую въ 
пространств, мы можемъ опредЪлить двф координаты, какъ функщи 
третьей, т. е. представить х и у какъ функщи 


Х= и (2), У= (2); 
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полагая #=: (В, гдВ «, (0 какая угодно функшя н$Ъкотораго пара- 
метра &, представимъ уравнения кривой въ видЪ р 


х—= в! (8, у= ® (®, 2 ==, (0); 


здфсь всЪ координаты точекъ кривой выражены въ функщяхъ одного 

параметра. Такой видъ уравненйй кривой, носящий назван!е параметри- 

ческоло вида, встрфчается очень часто, ВЪ особенности въ механик$. 
241. Намъ остается сказать нФсколько словъ 0 геометрическомЪ 


значени совокупности ”трехъ уравнений 
(к, у, г) =0, Ь (х, у, 2) = 0, ГР (х, у, 2) =0. 


Изъ трехъ уравненй съ тремя неизвЪстными, мы, вообще, най- 
демъ конечное или безконечное число дЪйствительныхъ Или МНИМЫХЪ 
рЪшеншй 


(а, Ь, 61), (>, Б>. 62), ео: 


Дъйствительнымъ рьшешямъ будутъ соотвфтствовать опредфлен- 
ныя точки пространства, мнимымъ же не будеть соотвфтствовать ни- 
какой геометрическй образъ. Вводя тЪмъ не менфе въ разсмотрЪне 
и мнимыя точки, т. е. точки СЪ МНИМЫМИ координатами, можемъ 
сказать, что три уравненя 05 премя неизвьстиыми представляють с060- 
купность Оъйствительныхь или мнимылъ точекь пространства, дискретио 
расположениыхть . 


3 


- 


Классификащя поверхностей. 


242. Въ аналитической Геометри въ пространствЪ, какъ и при 
классификаши кривыхъ въ плоской геометрии, въ основу классифика- 
щи поверхностей положена классификащя уравненй, соотв тствую- 
щихъ этимъ поверхностямъ. Такимъ образомъ, поверхности раздфлимъ 
на алмебрёическя и транснендентныя ВЪ зависимости оть того, будутъ-ли 
уравненя ихъ алгебраическими или трансцендентными, въ первомъ 
случаЪ всегда будемъ предполагать, что уравненя эти освобождены 
отъ радикаловъ и знаменателей, т. е. представлены въ видЪ равенства 
нулю н5Фкоторыхъ пблиномовъ. ` Смотря по степени послЬднихъ, 
алгебраическюя поверхности дЪлятся на поверхности разныхъ степеней 
или морядковз. | 

Подобно тому, какъ это мы .дфлали въ аналитической геометр!и` 
на плоскости; мы докажемъ, что эта классификащя не будетъ зави- 
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сЪть отъ той либо другой системы прямолинейныхъ координатъ. Для 
этого намъ достаточно будетъ показать, что при замфнЪ однфхъ осей 
другими, координаты точки относительно одной системы булутъ ли- 
нейными функщями координатъ ея относительно другой системы. 
Такимъ образомъ, мы естественно подошли къ вопросу о преобра - 
зовани прямолинейныхт, координатъ. у 


_ Преобразоване координатъ. 


243. ДьЪъ системы координатныхъ осей могутъ отличаться другъ 
отъ друга началомъ и направленемъ осей. 

Мы разсмотримъ сперва два частныя случая преобразованя 
координать, къ послЪдовательному примфненйо которыхъ сводится 
обиий случай преобразованя. Этими частными случаями преобразо-. 
ванй будутъ, во первыхь, преобразован!е, при которомъ измфняется 
начало, а новыя оси остаются параллельными, т. е. одинаково напра- 
вленными со старыми и, во вторыхъ, то преобразоваще, при которомъ 
начало не измфняется. а измфняется направлене осей. 

1-й случай: координаттыя оси имзыоть разныя начала, но одинаковыя 
нанравленщя. | 


вт 
ДА 


И 


черт. 137. 


Пусть координаты нЪкоторой точкн М (черт. 137) по отношению 
`къ старымъ осямъ будутъ (2, у, 2), а по отношению къ новымъ осямъ 
(=, у’, ='). Пусть кромЪ того, координаты новаго начала О, по от- 
ношению къ старымъ осямъ будуть (а, Ь, 6). | 

Построивши отрЪзки (ОМ), (ОМ) и (00) ВИДИМЪ, ЧТО 


(ОМ) == (00, + (Ом), 
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а потому - 


пром — проо, + про... бое с ЛЬ (336) 


Проектируемъ на ось х параллельно плоскости Оуз; по самому 
опредЪлению координатъ имфемъ 


прх ОМ = х, прх 00, = ч, прх О.М =", 


а потому соотношене (336) въ данномъ случаф напишется слфдую- 
щимъ образомъ: 


я—ат{х. 


Проектируя аналогичнымъ образомъ наши отрЪзки на оси у и <, 
получимъ слБдуюц я зависимости между старыми и новыми коорди- 
натами: . 


у=б ту, в=е+:.. 


244. 2-й случай: оси коордииать иллыоть одио и то же начало, но 
разлччиыя на правленая 

Возьмемъ н$Ъкоторую точку М (черт. 138) пространства, коорди- 
наты которой по отношеню къ старымъ осямъ обозначимъ черезъ 
(, у, 2), а по отношеню къ новымъ черезъ (х', у', 2’). Построимъ ея ко- 


м 
[. 


7 
и 


Ё 


черт. 138. 


ординатныя ломаныя (ОГКМ) и (ОГКМ) по отношеню къ старымъ и 
новымъ осямъ, причемъ, очевидно, | 


ОГ=т,  ТК=у КМ=а 0=у, ШК-Уу. КМ=и. 
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Такъ какъ наши ломаныя проведены между однфми и тфми же 
точками Ои 1/, то, сл$довательно, 
(ОБ) + (ЕК) -- (Кд!) — (ОТ, {|- (ИК + (КМ, 
а потому, на основани извЪстной теоремы изъ теори проекшй 


прог -{- прЁК -|- прЕМ — про” + прГ’К’ {- прК’М. 


\ 


Будемъ проектировать наши ломаныя ортогонально на произ- 
вольное направлеше Д. 

Обозначая, по прежнему углы между направлешемъь А и на- 
правлемями осей (0х, Оу, Ос, Ох, Оу. Оз соотвЪтственно черезъ 
(=, 4), (у, А) ит. д, найдемъ 


4 с05 (2, 4) Н усоз (у, А) Е2соз (2, 4) = 
=" 0$ (а, 4) 4 у’ с05 (у, Л) =' 0$ (2', А)... (337) 
Теперь выберемъ направлене 4 такъ, чтобы въ выражен!и (337) 


исчезли два каке либо члена, для чего будемъ проектировать на 
прямую 41, перпендикулярную къ плоскости Оуг; въ этомъ случаЪ 


(9, 4,) = Е (=. А) Е 5 . 


2 


а, слЪдовательно, 
50$ (у, 4.) =0, с0$ (2, 4,) = 0. 


При этихъ предположеняхь изъ (337) найдемъ 


и со (=, , 
— Х ©0812", Аи + и со$ (и'. АИ 2 с08 (= Ё М) -... 638) 
с0$ (=, а 


Подобнымъ же- образомъ, выбирая направленя Л. и А. такъ, 
чтобы 
(=, Л) — т (2, Аз) == 
или 
(т, 4,) == = ‚ (ы, А.) = , 
получимъ 
= 008 (®, 4.) Ру’ соз (у, 4.) Ри созце, 4.) 
< со (и, 4») 
| .. . (339) 
— № 60% (#, 43) ТУ с05(/, А+) + 2 соз (©, 4,) 
ы с0$ (2, А») 
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Изъ ПОСЛФДНнихЪ выраженй видимъ, что старыя координаты 
-представляютъ линейныя функши новых. 

‚ Нсли бы мы выбрали направленйе А перпендикулярнымъ къ одной 
изъ плоскостей Оу’, Оле, Оу, то нашли бы аналогичныя выраже- 
ня для новыхъ координатъ черезъ старыя. 

245. Обратимъ вниман!е на слвдующЙ важный частный случай. 

Предположимъ, что какъ старая, такъ и новая системы коорди- 
натъ прямофшюольны. 

Тогда за оси проекщй 4., А., 4, мы можемъ принять обе 
ственно оси я, 9, 2 

Введемъ теперь слВдуюция обозначенйя угловъ: 


(>, &') = 91, (9, &') Е Вл, (=, я) —1, 
(=, у) =42, (% У) РЕ В», (=, у) —т», 
(х, 2’) — 43, (ч, 2’) = В», (г, 2”) =1 


Тогда формулы преобразован!я (338) и (339) примутъ видъ 


у =’ с0$ 8, ТУ с0$ В, + 2’ с05 В, . ... (340) 


2—4 с0$ 11 НУ 60$ 12 Е 2’ 60$ 1- 


ЗамЪтимъ, что а, В, 1. представляютъ три угла, которые н$ко- 
торая прямая (одна изъ новыхъ осей) образуетъ съ тремя прямо- 
угольными осями эх, 9, 2, слЪдовательно, имВемъ соотношеня 


с05? 9; + с08? В; + соз2 Е = 1... (341) 
(= 1, 2, 3) 


ДалЪе, такь какъ новыя оси тоже прямоугольны, т. е. взаимно 
перпендикулярны, то между соз’ами угловъ и, №, п из, Ву, 1), 
гдЪ $) имфемъ соотношеня 


0$ а; с05 а/ + с0$ В с0$ В; - с0$ 18 с0$ ли = 0. . . . (342) 

м: 

Пользуясь этими соотношенями, легко выразить ж’, И =’ черезъ 

2, у, 2. Дъйствительно, умножая равенства (340) соотвЪтственно на 
С05 21, С0$ 81, ©0571, и складывая ихъ, на основанйи (341) и (342) най- 
демъ, что 


х' — д 08а, | и с03 8, + 2 0$ 14; 
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точно также, умножая (340) соотвфтственно на с050», с0$ 35, ©0512. 
или на с0за, с0$8:, ©0517. и складывая, получимъ 


у = 10$ а, -|- 4605 В» -|- 2 СОЗТь», 
2" —26С0$80. -|- ус0з В: -- 2С05 43. 


Такъ какъ а, а», аз представляютъ углы. которые образуетъ. 
н%которая прямая (0сь 2-овЪ) съ тремя взаимно-перпендикулярными 
осями &', 9', 2’, то 

6052 а; -|- 082 а» -- с03? а =1. 


Аналогичнымъ образомъ получимъ соотношеня 


с03? В, -Е с032 8, + с03? В; = 1, : 


С03? 11 + с052 12 -+ с05? 1; =1.. 
Услов!я перпендикулярности осей хи у, осей хи 2 и, наконецъ, 
осей у и = напишутся въ видЪ 
с0$ а С0$ В; -Е с08 9» С0$ В» -+ с0$ а; С0$ В = 0, 


С05 @1 0$ 11 -Е С0$ @› ©0812 - 60$ а; С0$ 13 == 0, 


| с03 3, с05 11 + 08 8» с0$ 1» + с0$ 8% С0$ 1 == 0. 


246. Обийй случай: координатныя оси имтють разныя начала ч. 
различных направлевя. 


: У 
черт. 139. 


Пусть старыя координатныя оси будуть (0х, Оу, 02), а новыя 
(От, Ош, 0,7). Проведемъ черезъь начало, О, (черт. 139) оси 
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`О:=", Оу", Оле", параллельныя осямъ Ох, 0, Ог, и тогда переходъ 
отъ осей (0, Оу, О? къ осямъ Ом’, Оу, 0: можно замфнить 
переходомъ оть осей Ох, Оу, Оз къ осямъ Ох’, Оу’, Ош, а за- 
тфмъ переходомъ оть этихъ послЪднихь къ осямъ Ох, Оу, О". 
При первомъ переходЪ формулы преобразованя, какъ мы ви- 
дфли, будуть 


х—=а+а" уу Вх А ых 849 


гдЪ а, В, с—-координаты новаго начала по’ отношен®ю къ старымъ 
‘осямъ; что касается второго преобразования, то формулы для него будутъ 


а" = рая" Е ду" т", 
пре Ра Ра По а а дла (344) 
2" — рии’ + му Е та", 


гдЪ, какъ видно изъ формулъ (338) и (339), р, 9, ть Ру 9 
7», Р» 4з, 73 ПосТтоянНыЯ, зависящйя отъ угловъ, составляемыхъ ста- 
рыми и новыми осями между собою. 


Слдовательно, для опредфлешя х, уи= черезь х’, у’и =’ остз- 
ется только подставить въ формулы (343) значеня х”, у’ и 2’ изъ 
формулъ (344). 


И въ этомъ общем» случаь мы опять таки ВИДИМЪ, что однь 
прямолинейных координаты выражаютея черезь друпя линейныме об- 
разомь. } 


Итакъ, резюмируя полученныя нами результаты, приходимъ къ 
слфдующей теоремф. 


Теорема. При замъиъь одниль прямолинейныхь осей коордимать дуу- 
ими, координаты чпонин по оттошеню къ одной системь координать 
выражаются линейно черезь ея координаты то отношеню къ друшюй. 


Отсюда. подобно тому какъ въ аналитической геометр!и на пло- 
скости, приходимъ къ двумъ слЪдующимъ весьма важнымъ теоремамъ. 


Теорема 1. При замьнь одной системы примолинейныхь коорди- 
налиь Оруюй алебраическая поверхность — остается аллебранческой, а 
трансцендентиая трансиендентной. 


Теорема ИП. Степень амебраической поверхности не измъияется 
при перелодь оть одной. системы  прлмоуольныхть хоорднинать кз друшй. 
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247. Положене точки въ пространствв можетъ быть опредфлено- 
не только при помощи прямолинейныхъ координатъ, но и при помощи 


другихъ. 


2 
| М 
у [4 
ИА х 
) у К 
черт. 140. 


Скажемъ здЪсь н®сколько словъ о Такъ называемыхъ цилиндри- 
ческить координатах. 


Въ этой системВ координать положене точки въ пространствВ 
опредФляется (черт. 140): 1) координатой 2, представляющей м$ру отрЪзка 
перпендикуляра къ данной плоскости Оху между этой плоскостью и 
данной точкой М, 2) радлусомъ векторомъ ОК=т прямоугольной 
проекщи точки М на плоскость Оху и 3) угломъ $, образуемымъ 
этимъ радгусомъ векторомъ съ данной прямой Ох, лежащей въ пло- 
скости Оху. 


Три числа (г, 7, $) и носятъ назван!е цилиндрическижь коорди- 
нать. Чтобы исчерпать вс точки пространства, какъ нетрудно видЪть, 
достаточно измфнять координату 2 отъ — © до + <>, координату г ` 
оть 0 до + <> и координату $ отъ 0 до 2м. 


Легко выразить цилиндрическмя координаты черезъ прямолииней- 
ныя и наоборотъ. 


Въ самомъ дЬлЪ, возьмемъ прямоугольную систему координатъ 
съ началомъ въ О, оси Ох и 02 которой совпадаютъ съ осями Ох и 
Ог данной цилиндрической системы, а ось Оу предетавляетъ перпен- 
дикуляръ къ плоскости Ох; прямолинейная координата г по отно- 
шению къ этой системЪ координатъ будетъ, очевидно, равна цилиндри- 
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ческой координатВ 2; что касается координать хи У, то он пред- 
<ставять мёры проекшй отр$зка ОК на оси Охи Оу, т. е. будутъ равны 


х=1ис0$ 9, у=и5 5. 


Такъ выражаются прямолинейныя координаты черезъ цилиндри- 
чески. 

Чтобы выразить цилиндрическя координаты черезъ разсматри- 
васмыя нами прямолинейныя, мы должны ршить уравненя 


х=45С0$ 0, у=изтф 


у 


Ра 


относительно ги $. 
Легко видЪть, что 


=Уж-у?, ф—=апая > р 


`а, слздовательно, цилиндрическими координатами точки, коей прямо- 
линейныя координаты (х, У, 2}, будутъ числа 


(Уз ‚ ато %*). 


Сферическя координаты. 


248. Кром прямолинейныхъ и цилиндрических координатъ очень 


часто для опредЪленйя положеня точки ВЪ пространствЪ пользуются 
<ферическимн координатами. 


= 


М 
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Подъ сферическими координатами подразумЪваются три числа 
{2, ©, $), представляющя (черт. 141): р разстоявйе какой-либо точки М 
пространства отъ н$котораго неподвижнаго полюса 0; © — уголъ, со- 
ставляемый отрфзкомъ (0М) съ нЪкоторой неподвижной осью 0, и, 
наконецъ ф уголъ, составляемый плоскостью, проходящей черезъь от- 
р%зокъ (01/) и ось =, съ нЪфкоторой неподвижной плоскостью Оех. Уголь 
© иногда называютъ дополнешемь широты, а Ф домотой точки М. 

Для того, чтобы исчерпать всЪ точки пространства достаточно 
измфнять р въ предфлахь оть 0 до + 52, ф отъ 0 до жи 9 оть 
О до т. В и 

Возьмемъ нъкоторую прямоуюльную систему координатъ съ на- 
чаломъ въ полюсЪ 0, осью Ох, лежащей въ неподвижной плоскости 
Ох2, осью Оу, перпендикулярной къ плоскосги Оте и осью 0е, сов- 
падающей съ осью 2. 

Тогда (черт. 141), проектируя ортогонально точку М на плоскость 
Оту въ точку т, находимъ, что От — прОМ-=рэше; дал$е, какъ 
нетрудно видфть, | 


х— ОА — пр» От, У —= Ат —= пру От, # = прОМ, 
причемъ вездЪ берутся ортогональныя проекщи, а потому 
Х рут © созе, У=ряш © зто, 2==рсо$ ©. 


Изъ этихъ уравненй можемъ опредфлить (р, ©, 3) черезъ (я, у, г), 
именно: 


р—= Иж 2-- 27, 9 = ас сов — =) $ == агс вю Е 


ГЛАВА УШ. 


Плоскость. 


249. Переходимь теперь къ разсмотрфыйю поверхностей 1-го по- 
рядка, т. е. поверхностей, уравнеше которыхъ 


Ах-+ Ви-+ 2+0 =0........ 45} 


Начнемъ съ изслфдован!я частнаго случая, когда въ это ура- 
внене не входятъ дв координаты, положимъ х и у; въ этомъ слу- 
чаЪ уравнене имфетъ видъ " 

Се О=0 


и, слЬловательно, эквивалентно съ уравнешемъ г == с. 

‚ ПослБднее же уравнене, какъ мы уже знаемъ, представляеть 
уравнене плоскости, параллельной плоскости Оху. Точно такъ же 
уравнене вида 


Ах+Ь=0, Ву В=0 


представляютъ уравнен!я плоскостей, параллельныхъ соотв тственно, 
плоскостямъ Оу и Охг. 

Итакъ, уравнеме 1-й степени, вв которое ие влодлть двъ коорди- 
неты, представляеть плоскость. 

250. Покажемъ теперь, что къ такому частному виду можно при- 
вести общее уравнеше (345), произведя соотвЪтственное преобразо- 
ване координатъ. 

Пусть въ уравнени (345) два коэффищента 4 и В отличны отъ. 
нуля. ВмЪсто координатъ (2, у, 2) возьмемъ нЪкоторую другую систему 
координатъ (2’, у', 2'). Какъ извЪстно, формулы преобразования коор-- 
динатъ таковы: | 

х=а- р ау 1", 
р. ур На Ри, .... . . (346) 
в = ря’ + 42 1 тг. 


ГД а, В, с, р, Ри Р», 4, Чль Ч» ", 71, 72 нЪкоторыя постоянныя. 
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} 


Наше уравнен!е` (345) въ новыхъ координатахъ напишется такъ 


(Ар - Вр мы Ср-) 2’ мы (49 + Ва -- Са) у + (Ах + В" - Ст.) 2' + 
+ Аа + В + С(е+ р=0. 


Мы всегда можемъ распорядиться постоянными, входящими въ 
формулы преобразован!я (346) такимъ образомъ, чтобы въ этомъ ура- 
внешн коэффищенты при х’и у’ обратились въ нуль, т. е. чтобы 


Ар-+ Вр, + Ср, = 0, 
Аа Ва, + 04. =0. 
Тогда разсматриваемое уравнене приметъ видъ 
С’ 1’ =0, 


`а это послЪднее уравнене представляетъ плоскость. 

Итакъ, всякое уравнеше первой степени между координатами 
представляет» плоскость. 

251. Покажемъ обратно, что координаты любой точки какой-угодно 
`плоскости удовлетворяютъ уравненйю первой степени 

Возьмемъ какую либо плоскость © (черт. 142) и опустимъ на нее 


черт. 142. 


перпендикуляръ (ОМ) изъ начала координатъ О; обозначимъ углы, 
образованные направленемъ (ОМ) съ осями Ох, Оу, Оз, соотвЪтственно 
черезъ о, В, 1, а длину перпендикуляра ОМ черезъ р. 


= 


А. М. ПШЕБОРСКЙ. АНАЛИТИЧ. ГБОМЕТРЯ. 20 
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Построимъ координатную ломаную произвольной точки А съ 
координатами (х, у, 2), лежащей въ плоскости 0. Пусть эта ломаная 
будетъь (ОКГ.4), гдЪь ОЕ= я, ЕЕ == у, [А —2. 

Соединимъ прямой точку А съ точкой М; тогда, разсматривая 
ломаную (ОКГАМ), видимъ, что | 


(ОМ) = (ОК) -| (ЕТ) (1.4) (АМ), 
а, слЪдовательно, 
прОМ = пр ОК-|- пр ЕЁ- пр Г.А - прАМ. 
Проектируя ортогонально на направлеше (ОМ), найдемъ 


р = хсоза -|- усо$ В -- 2 с0$ 1. 


Такъ какъ точка А была взята въ плоскости @ произвольно, то 
Отсюда заключаемъ, что послЪднее уравнене, представляющее зави- 
симость между координатами любой точки, лежащей въ плоскости ©, 
и есть уравнене плоскости ©. | 

Уравнен!е это, написанное въ видЪ 


хсоза- усоз В + 2081 — р =0, .. . . . (347) 


носитъ назване уравнешя плоскости вё нормальной формъ. 
252. Такъ какъ для полнаго опредфленя уравнешя плоскости 


Ах Ву Се В=0 


намъ достаточно знать отношене трехъ изъ коэффищентовъ 4,В,С, 
къ четвертому, то отсюда видимъ, что для опред$лешя плоскости 
достаточно, вообще говоря, трехъ условй. 

Если же число условй будеть меньше трехъ, то мы получимъ 
безчисленное множество плоскостей, удовлетворяющихъ этимъ усло- 
ВЯМЪ. 

Положимъ, напр., что требуется найти уравнеше плоскостей, про- 
ходящихь черезь данную точку М (а, В, с). 

Пусть уравнене какой-либо изъ этихъ плоскостей будетъ 


Ах-- Ву+ С-+0=0....... (348) 


Такъ какъь координаты точки М должны удовлетворять этому 
уравненю, то мы должны имфть сл5дующее тождество: 


Аа-- ВЫ 0+ 2р=0........ (349 
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Вычитая равенство (349) изъ уравнен!я (348), найдемъ уравнеше 
фазсматриваемыьхь плоскостей в5 таком вид: 


А (—а ТВС е—6—0. ... « (350) 


Это уравнеше при всЪхь значеяхъ А, В, С будеть уравнешемъ 
плоскости, такъ какъ оно первой степени относительно координатъ; 
далЪе, такъ какъ при х-—а, 9—6, г==с оно обращается въ тожде- 
<тво, каковы бы ни были значеня коэффищентовъ А, В, С, то, слЪдо- 
вательно, всЪ плоскости, соотвЪтствующя уравненю (350), проходятъ 
черезъ точку М (а, 6, с). 

Такъ какъ совершенно произвольнымъ коэффищентамъ А, В, С 
можно давать безконечное число значенй, то, слЪдовательно, черезь 
данную точку проходитъ безчисленное множество плоскостей. 


Въ частности, если данная точка представляеть начало коорди- 
натъ, т. е. если 


а = 0, Ь — 0, с —= 0, 
уравнене (350) принимаеть видъ 


4х + Ву С2 = 0. 


Таковъ общй видъ уравнен!я плоскостей, проходящихь черезъ 
начало координатъ. 

253. Такъ же легко найти уравнеше плоскостей, проходящихъ черезъ 
двЪ данныя точки (аби (а, Ви, с); мы не будемъ выводить этого 
уравненя, а перейдемъ кь выводу уравненя плоскости, проходящей 
черезь три данныя точки (а, 6, с), (а, В, 61), (а, 6», сз). 

Уравнен!е искомой плоскости, какъ плоскости, проходящей черезъ 
точку (а, 6, &), какъ мы видфли только что, будетъ непремЪнно вида 


А+ Ву- В -+0(:— 6—0. и: 


Такъ какъ координаты двухъ другихъ точекъ должны удовле- 
творять этому уравненю, то мы имфемъ два слфдующя тождества: 


А (а, —а) + В, —6) С (с, — в) =0, 
: (352) 
А (а, —а) + В(— + С (&— © = 0; 


изъ послфднихь соотношенй мы можемъ, вообще говоря, найти отно- 
шене двухъ изъ коэффищентовъ А, В, С кь третьему. 
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Уравнения (352) имЪютъ видъ 


АЙ -- ВЕ Е С9 = 0, ‹ 
И. 
Ай -- ВЕ, - С Е 0. 


Покажемъ, какъ опредфлить величины А, В, С, удовлетворяюция 


уравнен1ямъ (353). 
Умножая первое изъ нихь на №, а второе на ®, и вычитая изъ 


перваго второе, получимъ 


А (ПВ, — ВК) С (9 — 9) = 0, 


или $ 
А и С 
- 9 ВК, — ЕЙ | 
Аналогично найлемъ 
В к С 
Ч — 9 М › 
а потому 


А В © 


м Е 


Такимъ образомъ, видимъ, что числа, пропорщюнальныя соотв$т- 
ственно числамъ 


(ол ри 9), (97а Ея #91), (АК —1), 


могуть быть приняты ‘за величины А, В, С, удовлетворяющая ура- 
внешямъ (353). ь 

Легко замфтить, какъ составленс выражене для числа, пропор- 
цональнаго А: оно представляеть произведеше коэффищента у В 
въ первомъ уравнеши на коэффищенть у С во второмъ уравнени 
безъ произведеня коэффишента у В во второмъ уравнен!и на коэффи- 
щентъ у С въ первомъ. 

Величины, пропорщюнальныя В и С, получимъ, произведя въ 
выражени для числа, пропорщональнаго 4, круговую подстановку 
надъ тремя буквами (#, А, 0). - | 

Обращаясь къ нашей задач о выводЪ уравненшя плоскости, 
проходящей черезъ три точки, видимъ, что въ уравнен1яхъ (352) роль 
р, К, 4 будуть играть соотвфтственно числа а; — а, В, — В, с: —с,а роль 
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Я, Ёь 9: числа я›— а, 6—6, со—в, а, слЪдовательно, 


+ А —- чи ы В РНЕ 
(6—+) (сз - с) — (6—6) (1—е) — (в—9 (аа) — (6) (1—а) — 


[9 
(ара) (5—5) — (аа) (6—6) , 


такъ какъ уравнене (351) однородно относительно А, В, С, то мы 
можемъ подставить въ него вмфсто А, В, С, величины имъ пропорщо- 
нальныя, 


Такимъ образомъ, уравнеше искомой плоскости будетъ 
[(61—68) (с.— с) —(е—с) (6,-—6)] (#—а) + 

+ [@—9 (аа) {аа (6) + __ 

ЧЕ @,—9) (6—5 (:—а)] -9=0..... (854 

Уравнеше это обратится въ тождество, если точки (а, Б, с), 


{ав Вы, 1}, (а», 6, с›) выбраны такъ, что коэффищенты въ уравнени {354) 
‘тождественно равны нулю, т. е., такъ, что 


(6—6) (5—6) — (6—5) (&«-—в= (:—©) (а—а)—(е—6 (аа) = 
— (а.—а) (6.-—-5) — (а2—а) (5—5) = 0. 


ПослЪдньйя соотношеня можно написать въ ВИДЪ 


а—а__ $,—6 __ 1—6 
аа-а 6-—-Ь вс‘ 


Какъ увидимъ впослЁдстви, эти соотношеня показываютъ, чте 
чаши три точки лежать на одной прямой. Въ такомъ случаЪ оче- 
видно, наша плоскость остается неопредфленной, такъ какъ черезъ 
‚данную прямую можно провести безчисленное множество плоскостей. 

254. Разсмотримъ теперь частный случай, когда данныя точки ле- 
жатъ на трехъ осяхъ координатъ. 

Пусть этими точками будутъ точки: М (а, 0, 0); Р(0,6, 0); № (0, 0, с) 
(черт. 143). 

Если уравнен!е искомой плоскости будетъ 


Ах-- Ву С#2+ р=0, 
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то условями, что плоскость проходить черезъ точки М,Р,„М будутъ 
равенства | 


Ав + 2—0, ВЕ Р=0, Се -- 2=0, 
откуда 
о 
а Ь [4 


подставляя эти значення коэффищентовъ 4, В, С въ уравнеше плос- 
кости, видимъ, что уравнеые это приметъь видъ 


8 
аа о лы. ЕН 

Такъ какъ числа’ а, 6, с представляютъ мЪры отрЪзковъ, дфлаемыхъ. 
плоскостью (355) на осяхъ координатъ, то послЪднее уравнене носитъ 
назван!е уравненя плоскости вв отризкахль на осять координать. 

255. Только что мы отвфтили на вопросъ, какъ, зная мБры 
отрЪзковъ, дЪлаемыхъ плоскостью на осяхъ координатъ, найти ея 
уравненше. Легко отвфтить и на обратный вопросъ: какъ по данному: 
уравнен!ю плоскости найти мЪры отрФзковъ, дЪлаемыхъ ею на осяхъ 
координатъ. 

Чтобы найти, напр., м$ру отрЪзка, дЪлаемаго плоскостью на оси; 
х-овъ, мы должны найти координату х той точки плоскости, для 
которой у = О и 2—0. 

Полагая, поэтому въ уравнен!и плоскости у==0 и г =0 и р$шая 
полученное уравнене относительно х, мы и найдемъ мЪ$ру искомаго, 
отр$зка. 


зи 
256. Займемся теперь рьшешемъ вопроса о приведен!и уравненя 
Аж -- Ву-|- (-- р=0....... (356) 
къ нормальному виду, т. е.-къ виду 
д соза -|- усозВ-|- 2с081—р=0,..... (357) 


гдЪ р длина перпендикуляра, опущеннаго изъ начала координатъ на 
нашу плоскость, а а, В, 1 — углы, составляемые этимъ перпендикуля- 
ромъ съ положительными направленями осей координатъ. 

Если уравненя (356) и (357) представляютъ одну и ту же пло- 
скость, то они эквивалентны между собою, а, слЪдовательно, коэффи- 
щенты ихъ пропорщюнальны: другими словами, существуетъь такой 
множитель А, что коэффищенты въ уравненяхъ 


В (Аж-- Ву-|- Сер) =0 
, (358) 


х соза -|- усоз В -|- 2с0517 — р = 0 
равны, т. е. 
с0$ а —= ВА, с05 В = АВ, с0$1= ВС, —-р= ВР. . (359) 
Допустимъ, что система `координать п рямоугольна, тогда между 
косинусами угловъ а, В, 1 существуетъ какъ извЪстно, соотношенше 
С05? а -| с05? В + с052 1 = 1. 


Подставляя сюда вмЪсто соза, соз В, со5 т ихъ значенйя (359), най- 
демъ, что . | 


В (Аз + Ве + *)--1, 


а, слЪдовательно, 


И ос ‹ 9 860 


Изъ (360) видимъ, что нормируюцИй множитель В всегда число 
дЪйствительное и конечное. Что касается знака у №, то онъ опред$- 
ляется изъ послфдняго изъ соотношенй (359), именно, изъ соотноше- 
Ня —р— ВО; такь какъ р, какъ длина, число положительное или нуль, 
то знакъ у В долженъ быть выбранъ такъ, чтобы ВО было меньше нуля, 
когда 2 +0; въ случа же 2=0 знакъ остается ‘неопредЪленнымъ. 

Изъ (359) на основан!и (360) получаемь выраженя для косину- 
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совъ угловъ о, В, 1: 


соза —=-= — и ‚ созВ—=- — - Е 
Уд? + В? + С? — Ид? + В + С 
. (361) 
С 
0$ 1 —= 


И В 0 

Углы а, 8,1, опредфляемые отсюда, будутъ дЪйствительны, такъ 
какъ правыя части выраженй (361) по абсолютной величинф меньше 
единицы, или, въ крайнемъ случаЪ, равны ей. 

Итакъ, чтобы привести уравнене плоскости вз .случаь прямоуюм- 
ной системы координать къ нормальному виду, нужно перенеспиё вет 
ею члены вь одну часть и раздълить на корень квадратный изъ суммы 
квадратовь коэффииентовь при перемънныхль, выбравши при этомь соот- 
вплиственнымь образомь знань у этою кория. з 

Если координатная система не прямоугольна, то и тогда суще- 
ствуеть нормирующ множитель; вычислешемъ его, однако, мы зани- 
маться не будемъ. 

257. Пользуясь полученными результатами, легко ръшить сл$дую- 
щую задачу: в случаю прямоуюльной системы координать, найти 
уоль ® между двумя плоскостями, данными уравненями 


Аж-+ Ву+ С2+ 0 =0, Аж Ву Се В, =0. 


Уголь между плоскостями равенъ углу между перпенди- 
кулярами къ этимъ плоскостямъ или дополняетъ этотъ уголъ до *, 
слЪдовательно, косинусъ его равенъ -- соз ®. Если черезъ о, В, т 0бо- 
значимъ углы, составляемые перпендикуляромъ къ первой изъ пло- 
скостей съ положительными направлешями осей коордиватъ, а че- 
резъ а, 3,1! углы, составляемые съ тфми же направлешями перпен- 
дикуляромъ ко второй плоскости, то на основан и (359) имфемъ 


с05 х — ВА, соз В = ВВ, с0$1 = ВС 
с0$ а, = В.А ,, с0$ В, = В.В, с05 11 = В1Сь, 


гдЪ В нормируюций множитель перваго уравненйя, а В, — второго. 

Какъ извЪстно, косинусъ угла между двумя направленями (я, В, 1) 
и (а, В, 11), т. е. въ нашемъ случаЪ + с0з$ выражается слЪдующимъ 
образомъ: 


+ с0$ф = с0$ я С0За, + с05 3 с0$ В; + с051 С0$ 11; 
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>” 


вставляя сюда вмЪсто косинусовъ ихъ значенйя, найдемъ 


А, Е.ВВ, 2 со ВЫ (362) 
ЕРЕёЕ 


-- 
= 
ы 
= 
с 
—& 
а 
= 


а, слЪдовательно, 


5112 $ = (с05а с05 В, — с0$83 05а)? + (с0$ 8 С0$ 11 — с0$1 с08 812 + 
| - (©0951 с0з а; — с05 9031 = 


= МР, ВА: + (ВС, — В.С) + (Са, — дб, 363) 
ето Ао 
Если плоскости параллрльны между собою, ‘то + = 0 и, слфдова- 
тельно, $ е = 0; обращаясь къ (363), видимъ, что это возможно лишь 
въ случаЪ, когда 


АВ, — ВА, = 0, О-о, СА - АО 
. ИЛИ * 
А ВС 
7 ри В, = то . . . . . - - . + . (364) 


Такиме 0бразомь, условемь пораллельности двуть плоскостей служить 

„ яропоригональность коэффищентовь у сооттвътетвеиныхь перемпиныхь въ 
уравномяхжь этихть плоскостей. . 

ЗамЪтимъ, что какова бы ни была система прямолинейныхъ ко- 
ординатъ, условя (364) всегда будутъ представлять условя парал- 
«лельности данныхъ плоскостей. 

Чтобы убЪдиться въ этомъ стоить только замЪтить, что двъЪ 
параллельныя между собою плоскости. дЪлаютъ на осяхъ пропорцщю- 
нальные отрЪзки. р 


.п 
Если наши плоскости перпендикулярны, т. е. если "=, то 


тогда со5з == 0. 
Обращаясь къ (362) видимъ, что услоше  перпеидикулярности 
плоскостей въ случиь прямоуюльной системы коордичать будеть 


Ад, + ВВ, + 60,=0....... (365) 


258. Рьшимъ теперь такую задачу: пойти разстояще . точки, дан- 
ной координатами, оть плоскости, данной уравиенемь, 
Пусть дана плоскость 


Ах Ву С2-- р = 
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и точка М (51, У1, 21) (черт. 144). Строимъ координатную ломаную 
(ОКМ) точки М; здЪсь | 


черт. 144. 


ОК — а, Кр= и, КМ = 21. 


Обозначимъ черезъ а, В, 1 углы, составляемые перпендикуляромъ (ОР) 
къ нашей плоскости съ положительными направленями осей коорди- 
натъ; длину этого перпендикуляра обозначимъ черезъ р и, наконецъ, 
искомое разстояне точки М оть плоскости, Т. е. длину перпенди- 
куляра ЛГА, опущеннаго изъ точки ЛГ на данную плоскость, 0бо- 
значимъ черезъ #. Соединяемъ основан!е А послЪдняго перпендику- 
ляра съ точкой Р. Г 
Изъ чертежа видно, что 


(ОР)= (ОК) + (КР -+ (РМ) + (МА) САР), 


а, слЪдовательно, 


прОР= прОК + прКГ- прЕ.М + прМА -- прАР. 
Проектируя ортогонально на направлен!е (ОР), будемъ имть 


р= <, соза- 9; с05 8 + 21 с051-#; . . . . (366) 
знакъ при № будетъ зависЪть” отъ того, будеть ли направлеше от- 
рЪзка (1/А) совпадать съ направлешемъ (ОР) или оно будетъ ему про- 
тивоположно; другими словами, знакъ этотъ зависить отъ того, будетъ 
ли точка М лежать по ту же сторону отъ плоскости, что и начало 
координатъ, или же по другую. 


` 


315. 


`Изъ выраженя (366) получимъ 
й = (х1 с0$ а - у, с0$ В -- 2, с0$ у—#), - . (367% 


правая часть выражен:я (367) представляетъ результатъ вставки ко- 
ординатъ х1, у, 2, вмЪсто х, у, г въ выражен!е, представляющее лъвую 
часть уравненя нашей плоскости, приведеннаго къ нормальной формЪ. 

Итакъ, для опредфлен!я разстояня точки отъ плоскости нужно. 
привести уравнеше плоскости къ нормальной форм% и въ выражене, 
представляющее лЪвую часть этого уравненя, вставить вмЪсто ко- 
ординатъ х, у, г координаты данной точки. 

Абсолютное значене полученнаго числа будетъ искомымъ раз- 
остояшемъ. Такимъ образомъ, если В представляеть нормируюцщий 


множитель даннаго уравненя, то 
7 


й—= + В (Ах, -Н Ву, + Са +1)... ... (368 
Изъ выражен1я (368) имемъ 


Аз, + Ви, + ба р=+ - 


— 


откуда, какъ и въ плоской геометрии, заключаемъ, что данная пло- 
скость дЪлитъ все пространство на двЪ части: для координатъ точекъ. 
одной изъ нихъ четырехчленъ 


Ах ВУ р 


иметь положительныя значеня, для координатъ точекь другой отри- 
цательныя. . 
Какъ опредфлить, въ какой части пространства четырехчленъ 


Ах -- Ву С2-- р 


положителенъ, а въ какой отрицателенъ, предоставляемъ р$Ьшить чи- 
тателю. 


259 Перейдемъ къ вопросу о перес5чени трехъ плоскостей. 
Если плоскости заданы уравненями 


Аз-- Ву+ С2-+ р-==0, 
Аж Ву Се р, =0, О В В {369}. 


Ах + Ву = С. + р. — 0, 


"16 


то, рёшая эти уравненя, мы, очевидно, опредфлимъ координаты точки 
пересЪченя трехъ нашихъ плоскостей. Такъ какъ уравнен!я (369) 
имЪють, вообще говоря, одну систему рЪшенй 


да, У=6, # — С, 


то отсюда заключаемъ, что, вообще, три плоскости пересфкаются въ 
одной точкЪ. 

Но можетъ случиться, что при рышени уравненй (369) полу- 
чатся ръшен!я вида 


—0, 9 = < 8=<. 


Жи 


Въ этомъ случаЪ плоскости пересфкаются въ точкЪ, лежащей на 
‘безконечности, что возможно лишь тогда, когда плоскости образуютъ 
нЪкоторую трехгранную призму. 

Въ случаЪ, если для 2, у, 2 получаемъ значен!я 


то не вс уравненя (369) независимы: одно либо два изъ нихъ пред- 
ставяяютъ слфдстые остальныхъ. Въ первомъ случаЪ уравненя (369) 
сводятся къ двумъ уравненямъ 


Ах - Ву ++ С2 + р==0, Ах + Ву + Се + Р,=0. д 2 {370) 


Такимъ образомъ, уравнен!я (369) будутъ удовлетворяться вСЪмМи 
рьшенями уравневнй (370). Такъ какъ каждое изъ уравневйй (370) 
представляетъ плоскость, то, слЪдовательно, уравневямъ (370) удо- 
влетворяютъ координаты всЪхъ точекъ. пересфченя двухъ плоскостей, 
т. е. нЪкорой прямой. 

‹ Итакъ, въ этомъ случа плоскости (369) пересЪкаются по прямой. 
Наконецъ, если два изъ уравненй (369) представляютъ слфдстыя 


‚одного, положимъ 
Ах Бу-+ бе+ р =0, 


то, слФдовательно, всф три плоскости (369> совпадаютъ съ этой пло- 
костью. 


ГЛАВА 1х. 


Прямая лин! я. 


каждое изъ которыхъ представляетъ уравнене поверхности, про- 
ходящей черезъ эту линНю, поэтому прямая лин я, представляющая 
пересфчене двухъ плоскостей, аналитически выражается системой 
двухъ уравнен!й первой степени 


Аз + Бу+ С: 0 == 0, Аз Ву бе+ 1, =0. .. (871) 


Легко видЪть, что уравненемъ всЪхъ плоскостей, проходящихъ. 
черезъ прямую (371), или уравненемъ пучка плоскостей будетъ ура- 
внене 


° (4= + Ву 02 + Г) +8 (Аз + Ву бе р) =0, . . (372) 


гдЪ а и В принимаютъ всевозможныя конечныя значеня, не равныя 
одновременно нулю. 

ДЪйствительно, послЪднее уравнене при всевозможныхъ конеч- 
ныхъ значеняхь аи 8 представляеть плоскость; далфе, такь какь 
координаты, удовлетворяющя уравненямъ (371), т.е. координаты точекъ 
нашей прямой, удовлетворяютъ всегда уравнен!ю (372), то, значить, вс. 
соотвфтствующя плоскости будутъ проходить черезъ прямую (371). 

Наоборотъ, уравнене любой плоскости, проходящей черезъ пря- 
мую (371), можеть быть написано въ вид {372). ДЪйствительно, для 
опредЪленя плоскости намъ достаточно задать въ ней нфкоторую 
прямую и точку, внЪ ея лежащую. Пусть какая-либо плоскость про- 
ходитъ черезъ прямую (371) и черезъ точку (2%, у,, 2,). 
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Чтобы плоскость 
а (Аж -| Ву + (2+) +8 (Ах + ВУ С++ Г) == 0, 


проходящая черезъ прямую (371), проходила и черезъ точку (2%, ух, 20), 
постоянныя а и В должны. быть такъ подобраны, чтобы имЪло МЪсто 
тождество 


а (Аж- Ву, Са + р) +В (Аж + Ву + Са + 0!) =0; .. (373) 
если Аж - В + С, 2% РО, = 0, тта=0и наша плоскость обра- 


щается въ плоскость 
Ах + Ву + Се + О, =— 0, нь: 3 ь р (374) 


если же Ато Вуд + С, + Г, отлично отъ нуля, т. е. если точка 
(%, У, 2) не лежитъ въ плоскости (374), то изъ соотношен!я (373) 
опредЪлимъ отношене Е 
` — 4% + Ву + СА +Ь 
а Ао Выуо + Сео Г 


и тогда уравнене нашей плоскости можетъ быть представлено въ вилЬ 
Ах + Ву+ + НЕ (А Ву Се + ЗЕ о. (376) 


гдЪ № имфетъ значене (375). 
Давая въ (375) параметру А два какя-либо частныя значения, . 
мы сможемъ замЪнить соотвфтетвующими имъ Уравненями нашн 


Уравненя (371), если только полученныя уравненя различны между 
<обою. 


Уравненя (371), вообще говоря, мы .можемъ рЬшить относительно 
двухъ какихъ-либо координатъ. Такъ, мы можемъ ихъ рышить отно- 
сительно 2 и у, если только ‘выражене АВ, — ВА, отлично отъ нуля; 
при услов!и, что 

АС: — СА, + 0, 


мы сможемъ рышить наши уравнен!я относительно ти 2; наконецъь, 
при услови | 


ВС, — СВ, 4 0, 
сможемъ ихъ рфшить относительно уи 2. 


Такимъ образомъ, уравнения (371) нельзя будеть рьшить отно- 
сительно двухъ какихъ-либо координать лишь тогда, когда одно- 
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времено удовлетворяются условя 
АВ, — ВА, —0,- АС, — 4.0—0, ВС, — В.С =0; 
эти условя можно написать въ видЪ 


ий В © 


А. В, С, 

При выполнени ихъ плоскости (371) параллельны между собою; 
въ частности плоскости эти могуть совпадать. Въ случаф, когда 
плоскости (371) параллельны, онЪ пересъкаются на безконечности и, 
<слЪфдовательно, уравнешямъ (371) удовлетворяютъ тогда только безко- 
нечныя значення координатъ; въ случаъ же, когда оба уравненя 
{371) становятся тождественными, т. е. представляютъ одну и ту же 
плоскость, прямая остается неопредфленной. 

Исключая эти два случая, мы, слЪдовательно, всегда можемъ 
замЪнить уравнен!я (371) хотя одной изъ системъ, эквивалентныхъ 


<ъ ними уравненй, которыя будутъ вида ` 
2 — ве | р, У—Ве-+9, (377) 
Я — мур, 2-м ...... (378) 
У = Ва + 43, о д о) 


причемъ въ частности нфкоторые изъ коэффищентовъ 


@, 91, В, В», 1, 7», 2, Рь, 9, 42; 71, 72 


могутъ быть равны нулю. 
Если, напр., положимъ, что въ первомъ уравнени (377) а==0, то 
уравненйя эти примутъ видъ 


=, 82-1... ... . (380) 


Первое уравнене представляеть уравнене плоскости, параллель- 
ной плоскости уг; такъ какъ наша прямая лежитъ въ плоскости 
*— р, слЪдовательно, и она параллельна плоскости Оуг. 

Такимъ образомъ, уравнен1я (380) представляютъ уравнен1я пря- 
мой, параллельной плоскости Оуг. Если и коэффищенть В равняется 
нулю, т. е,, если уравнешя нашей прямой приводятся къ виду 


Я — р, У—9, 


то, какъ легко видЪть, эта прямая параллельна оси 2-овъ. Въ 
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самомъ дфлЪ, по предыдущел.у, она должна быть параллельна какъ 
плоскости Оу, такъ и плоскости О2х, а, слфдовательно, и прямой 
ихъ пересЪченя. Аналогичнымъ образомъ можно изслфдовать случай, 
когда коэффищенты о, 11, В», 1» равны нулю. 


262. Уравненя (377), какъ легко видЪть, получились изъ (371) пу- 
темъ исключеня сперва координаты у, а затЪъмъ координаты 2; первое 
изъ нихъ, представляющее уравнене плоскости, проходящей черезъ 
нашу прямую параллельно оси у-овъ, можетъ быть разсматриваемо, 
85 плоскости 22, какъ уравнеше проекщи нашей прямой на эту пло: 
скость; второе изъ уравнеий (377) точно такъ же можно разсматри- 


вать въ плоскости уг, какъ уравнене проекщи нашей прямой на эту 
ПЛОСКОСТЬ. 


Аналогичнымъ образомъ можно разсматривать каждое изъ ура- 
вневй (378) и (379), какъ уравнене проекши нашей прямой на со- 
оТВЪ.ствующую координатную плоскость. Вотъ почему всЪ ура- 
вненя (377), (378), (379) носятъ назване уравнен1й прямой в5 ся проекщёлль.. 


Такимъ образомъ, резюмируя все сказанное, видимъ, что любую: 
прямую в простраиствть, за исключешемь икой, коей есь точки 
лежать на безконечности, можно задать ея проекиаями на 0въ с0- 
отвптетвевнымь образомь выбранныя координатных плоскости. 


263. Найдемъ геометрическое значене коэффищентовъ, входящихъ 
въ уравненйя (377) нашей прямой. - 


Что касается коэффищентовъь а и В, то они, какъ легко видфть, 


2 А 


в. 


черт. 145. 


представляютъ угловые коэффищенты проекшй прямой соотв тственно 
на координатныя плоскости Охе и Оуг (черт. 145). Полагая теперь въ. 
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уравнешяхъ (377) 2 = 0, найдемъ координаты точки пересфченя на- 
шей прямой съ плоскостью ту-овъ, т. е. координаты такъ называе- 
маго сльда прямой на плоскости жи; легко видЪть, что координаты 
этого слЪда будуть (р, 4). Таково геометрическое значене этихъ 
коэффищентовъ. 

264. Такъ какъ въ уравнешя прямой въ проекщяхъ входятъ 4 коэф- 
фищента, то для полнаго опредЪленя прямой намъ достаточно под- 
чинить ее двумъ услошямъ: эти два условя, наложенныя на каждое 
изъ уравненйй прямой, далутъь намъ въ общемь 4 уравненя, вообще 
говоря, достаточныя для опредЪъленя четырехъ коэффищентовъ. 

Если дано одно услове, то не всЪ коэффищенты могутъ быть“ 
опред$лены; положимъ, напримЪръ, что опребуетея найти Ираснеши 
ирялыхь, прогодящихь черезь Эанную точку (а, В, с). 

Пусть уравнен!я какой-либо изъ этихъ прямыхъ будутъ 


Аз + Ву Ст р = 0, 412 + Ву-+Се+ р, —=0. . . (380 


Такъ какъ координаты точки (а, 6, с) удовлетворяютъ этимъ 
уравненямъ, то имфемъ тождества 


Аа + ВЫ + С++ р =- 0, Ала ВБ Се + 1, = 0. . . (382 


Вычитая почленно изъ равенствъ (381) соотвЪтственно равенства 
(382), нмЪемъ 
А (#—а+В УС (2—6 =0, 
(83) 
А, (1 —а) +В, (и—ЭТС (2-9 =0. 


Эти два уравнен!я при всевозможныхь значешяль коэффищентовъ 
р. аа, представляютъ уравненя прямыхъ, проходящихъ 
черезъ точку (а, 6, с). 

На основан!и сказаннаго въ $ 253 можемъ уравненмя эти пред- 
ставить въ видЪ 

а = ы О (384) 
1 т т 
ГДЪ 


1= ВС, — В, С, 2 — СА, = СА, п — АВ, Нее ВА.. 


Уравненя (384) представляютъ при всевозможныхь значеняхъ 
т, п прямую, проходящую черезъ точку (а, Ь, с); они называются 
Й ; у 2 
Уравиеиями прямой 65 симметричной формъ. 


А, П. ПЩЕБОРСКИЙ. АНАЛНТИЧ. ГВОМЕТРЯ. 21. 
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265. Если обозначимъ величину отношен:й 


2—а У ве 


! т п 


для координать любой точки прямой (384) черезъ Ь то вмЪсто ура- 
вненй (384) можемъ написать уравненшя прямой въ видъ 


х=а-- И, У=Ь- ть в =е-м. (385) 


Въ этой формЪ прямая задается не двумя, а тремя уравненями; 
это происходить оттого, что мы вводимъ здЪсь еще одну перемтн- 
ную величину 1, называемую параметром. 

Уравнен:я (385) называются параметрическими уравненями пря- 
мой. Л/ежду значенями, параметра { м координатами точекь, лежащихь 
на прямой, существуеть взаимно однозначная зависимость, т. е. зз- 


плоскости Оуг. 
Если бы мы пожелали ВЪ этомъ случаЪ представить уравнен{я 
прямой въ видЪ (384), то мы должны были бы написать ИхЪ такъ: 


поэтому подобныя уравнен!я, въ которыхъь 1— 0, представляютъ ура- 
внен!я прямой, параллельной плоскости Оуг. 
Точно такъ же, если въ уравненяхъ (385) коэффищенть зи — 


Если теперь положимъ, что 


=. т — 0, п 4 0, 
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то первыя два уравненя (385) примутъ видъ 


Я — а, =, 


‚ откуда видимъ, что наша прямая параллельна оси г-овъ. 
Обращаясь къ Уравненямъ (384) видимъ, что, слЪдовательно, 
уравнен!я вида 


ву _2—с 


0 0 И 


`представляютъ уравненя прямой, параллельной оси 2-ОВЪ. 


а у ==.6, ЗС: 


откуда видимъ, что наша прямая должна, одновременно быть парал- 
лельной тремъ координатнымъ плоскостямъ, т. е. тремъ плоскостямъ, 
пересвкающимся въ одной точкЪ, что невозможно. 

Итакъ. в уравненяль (384) прямой всъ три коэффищента 1, т, п 
не мозуть одновременно фавняться нулю. 

266. На основани предыдущаго нетрудно рЪшить слЪдующую 
задачу: жити уравнешя прямой, проходящей черезз 0въ данныя точки, 
{а, 6, с) и (а, В, е1). 

Уравненями всякой прямой, проходящей черезъ первую точку, 
будутъ, по предыдущему, уравнен:я 


ву 2-е 


з ое тен (386) 
[ т п 


гдЪ | т, ® неопредленные коэффищенты. Такъ какъ разсматриваемая 
прямая проходитъ и черезъ точку (ал, 6;, с!), то имфемъ тождественно 


а — а —6 @`—0 


Е КЕ з 


[ т п® 
ДЪля уравненя (386) почленно на посл дня тождества, найдемъ 


И и, В. 


ск 


о т, ) 
а—а в-Ь 61 —е 


это и будутъ уравнен!я прямой, проходящей черезъ 2 данныя точки. 
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267. Положимъ, что намъ нужно вывести услов!я, когда три точки 
(а, 6, с), (а, В, с,), (а», Ь,, с.) лежатъ на одной прямой Уравненя 


такъ какъ третья точка должна лежать на этой прямой, то ея ко- 
ординаты должны удовлетворять этимъ уравненямъ, поэтому мы 


должны имфть сл-дующя тождества: 


и--а _ 6-6 2—6. 


а —а В бр’ 

это и будутъ искомыя условя. Если теперь вспомнимъ услов!я, при 
которыхъ задача о проведени плоскости черезъ три данныя точки 
иметь неопредфленное рьшене (см. $ 753), и сравнимъ эти усло- 
вя съ полученными только что, то увидимъ, что послЪдняя задача 
будетъ неопредфленной, когла три данныя точки лежать на одной 
прямой. 

268. Найдемъ теперь геометрическое значене коэффищентовъ, 
а, 6, с, 1, т, п, входящих въ уравнен1я (386). Что касается первыхъ 
трехъ коэффищентовъ, то они, какъ мы уже знаемъ, представляють 
координаты нФкоторой точки А нашей прямой (черт. 146). 


Предположимъ, что оси координатъ прямоугольны. Чтобы найти 
геометрическое значене остальныхъ коэффищентовъ, выберемъ на 
разсматриваемой прямой какое-либо направлен1е АГ, за положительное; 
пусть оно образуеть съ положительными направлен!ями осей ко- 
ординатъ соотвфтственно углы а, В, 1; далЪе возьмемъ на нашей пря- 


8 1 
Л 
2,64 


У 
черт. 146, 


мой нфкоторую точку (1, 9,2). Если черезъ » обозначимъ мЪру от- 
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Р%Ъзка (11), тогда, какъ извфстно изъ теор!и ортогональныхъ проекций, 
пр-АМ = х — а = "соза, 
‘пруАМ = у— В — г соз 3, 


прг А.М == 2 — в== г со$ йе 


ы 
Такъ какъь точка М (+, у, 2) лежитъ на прямой (386), то, под- 
ставляя въ послФдн!я уравненНя вмЪсто %, у, г полученныя выражения, 
найдемъ 
с0$а с05 3 с05 
т И. о (388) 


т п 


` 


отсюда заключаемъ, что в5 случа прямоуюльной системы координолть 


коэффициенты 1, т, п пропорональны косинусаме /ловз, 
мыхь однимь изь направлешй прямой соотеутетвенно съ 


Оу, Оз. 


` Пользуясь свойствами пропоршй, изъ (388) найдемъ 


соетавляе- 
ослми Ох, 


с08я _ с05В _ с0$7 _ И соаз с05°В-|- с05?1т 


[ т п Уи 


но, такъ какъ въ случаф прямоугольной системы координатъ 


05 а -|- с05? 3 -|- 0$? 1 — 


) 


то изъ послЪднихъ соотношен!й получимъ 


{ : т 
С0$ == = а, 08 В, 
ПИРИ и? в ВЕ же + и? 
.. (389) 
с0$ -Е Е 
о —— 


ПР * 


Знакъ у радикала опред$лится, если мы выберемъ опредьленное 
направлене на прямой за положительное. 


Если бы уравнен]я прямой были заданы въ общей формЪ 
А (п а-+ В (У—Ы-С (2—©-=0, 
А, (х—а) +В, (9—В-С, (2 - 6) = 0, 


то, опредфляя отсюда величины, пропорцональныя (1—а), (9—6), 
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(= —6) напишемъ уравненя нашей прямой въ видЪ 


Ао М о 
ВС, — В,@ СА.-СА АВ, — ВА,’ 


слЪдовательно, въ этомъ случаЪ 


1— ВС, --В0 т-= од, —СА, —п= АВ — ВА,. 


Подставляя эти значеня 1, т, я въ выражения (389), найдемъ выра- 
женя для соз’овъ угловъ, составляемыхъ н$которымъ направленемъ 
прямой 


Ах | Ву + Сё + В =0, их - Ву Се + ВБ =0 


$ 


съ прямоугольными осями координатъ; въ послЪднихъ уравнен!яхъ 
черезъ Р и Л, обозначены выражен!я 


Е {Аа + ВЬ + Сс), Е (Л, а + Вь - С, с). 


269. Рьшимъ далфе такую задачу: найти Чоль между прямылиь 


с 


въ случаь прямоуфюольной системы координать. 


Обозначимъ черезъ а, В, 1 углы, составляемые первой прямой съ 


осями координатъ, и черезъ в, В, 1, углы, составляемые второй пря- 
мой съ тЪми же осями. 


На основани предыдущаго со$ а, с08 В, соз 1 опредфляются изъ. 
(389), а с0$ э1, с0$ В, со 1, при помощи соотношенй 


й 
-- - 
ой У т Ни? 


т 


и 2 т? - п? 


С0$ а; = 


: с0$ 8: = 


71 


081 — + = == = 
У п-т? 


Если черезъ ‹ф обозначимъ искомый уголъ и вспомнимъ, что 


0$ < = с03 а с0$ и! -|- с0$8 соз В, -- с0$ т СсО$ 1, 
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то, принимая во внимане полученныя значен!я для соз’овъ, найдемъ 


И, тт, + п Е (390) 


с0$Ф == -- - - а: 
я т Ив. У 2-ти 
а, слЬдовательно, 
т ф Е + У (т, — ит (тии тип)? + (ы—и, 0? И (391) 


ИР. У тен 


Легко видфть, что уеловемъ пертендикуляриости прямыхь въ раз- 
сматриваемомъ случаЪ, т.е. въ случаЪ прямоугольныхъ осей коор- 
динатъ, является 


ИР, Ра ое. 8) 


`.а услов1я параллельности будутъ 


нь М даа сое 2 888 


Эти условйя параллельности, какъ увидимъ дальше, справедливы 
и для косоугольной системы координатъ. 
270. На основан!и только что сказаннаго можемъ рЪшить сл$дую- 


щую задачу: 


черт. 147. 


найти уравнеше крузлоло ‘конуса, имтощазю осью примую 


да у 2-е 
м. я 


Пи 


- 328 


и вершиной почку А (а,6,с), если юль, составляемый образующими, сь 
осью конуса, равень ©. 


Пусть а,В, 7 представляють углы, составляемые осью конуса съ 
осями координатъ, тогда 


1 


ОХ ЕЕ +. =, 
ея 2 


я 
Е 


Ив т Е я? ` 


Уравнен!я какой-либо образующей будутъ 


ях — а 


и. 


р Г ти. И 


слЪдовательно, если ‚В, 1! углы, составляемые ею съ осями коор- 
динатъ, то 


1 т 
со$ а; == +- А Е 


ГУ тивтяг 


з 


т 


Е 
Я 12 и? - п? 


С0$ 1, — 
Если © представляетъ уголь между осью и образующей, то 


Сс05 е — + Би еиныьни-— ВЕ. С жа ие ЕЕ НЙ 5 
ПИР+и+ и И 1 - т? + яр 


возвышая обЪ части послЪдняго равенства въ квадратъ, преобра- 
зуемъ его къ виду 


(РЕ те Е 12) (12 ти? + п?) с0$? @ = (И, тт, + пн )?. 


Полученное соотношен!е представляеть зависимость между по- 
стоянными коэффищентами 1, т, п уравненйй- оси конуса и коэф- 
фищентами [, и, уравнейй любой его образующей. Оно однородно 
относительно [,т:,т, а потому въ немъ эти послфдё@я числа можно 
замфнить любыми числами, имъ пропоршональными. 

Но для координатъ (5,у,2) любой точки на образующей (395) ко- 
нуса числа ‚тп, пропорщюональны соотвфтственно числамъ я—а, 
/-—0, 2—с, а потому координаты. любой точки какой уюдно образующей 
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или, другими словами, любой точки разсматризаемаю конуса удовле- 


творяютъ уравнению ? 


Ри 2) [(и—ар + (УТ (2--с)?] с03? @ = 
== [1 (2—4) + ж(у-ь) + п (2—с)]2. 
Это уравнене и есть, слЪдовательно, искомое уравнен!е нашего 
конуса. 
271. Рьшимъ теперь такой вопросъ: найти Уоль между прямой 


4 плоскостью (оси координать примоуюольны). 
Пусть прямая’ задана уравнен!ями 


а плоскость уравненемъ 
И 


Такъ какъ подъ угломъ между прямой и плоскостью подразу- 
мЪвается уголъ $ (черт. 148) между прямой и ея прямоугольной про- 


А 


екщей на плоскость, то отсюда видимъ, что уголъ этотъ представляетъ 


у 


дополнен!е до -5 УГла ч, составляемаго нашей прямей съ нЪкоторымъ 


направлешемъ перпендикуляра къ плоскости, или же отличается отъ 
этого дополнен]я на т. 
`Такъ какъ уравнене данной плоскости 


Ах + Ву + Се р 0, 
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то углы (#!,В,,1!), составляемые какимъ-либо направлешемъ перпен- 
дикуляра къ плоскости съ осями координатъ, опредЪфляются изъ соот- 
ношешй 
С0$ 91 = — - ‚ ©9088, = В ы 
ЗУ 2+ В+ О ЗУ 42+ В + 0 
Е _ 
У 4+ № + © 


[©] 1 — 


Косинусы же угловъ а, 3,17, составляемыхъ н$которымъ напра- 
влешемъ нашей прямой съ осями, опредфляются по формуламъ (389). 
СлЪдовательно, будемъ имфть 


4 зто = 03% —= с05а. с0$ а, + с0$В. с0$ В, + с0$ 1. ©0811 = 
ЕН а 80 
ЗИ 2+ В+ С. У РЕ т? - и? 


+ созо— зть— И (Мм — 80? + (в — от} + (С 4%)* (39) 
ИЗ+Р+ОС. У В+ ет 
Отсюда выводимъ условя параллельности и перпендикулярности 
прямой съ плоскостью. 
Если прямая перпендикулярна къ плоскости, то она параллельна 
перпендикуляру къ плоскости, что приводитъ къ услойямъ 


с03 я == -+ с0$ а, с0$ 8 = - с0$ 81, с0$ 1 = + с0$ 11, 


откуда, подставляя значеня косинусовъ, найдемъ искомыя условая 
перпендикулярности прямой # плоскости при прямоуюльной систем 
координата: 


д_в_С 
еее. (398) 


Если прямая. параллельна плоскости, то © =0 и, слфдовательно, 
на основан!и (396) заключаемъ, что условемь параллельности прямой и 
злоскости въ» прямофольной систем координать служить услове 


АТ + Вт + (п=0........ 4399) 
272. Пользуясь выведенными условиями, ршимъ слБдующия задачи; 


при этомъ въ первыхъ двухъ будемъ предполагать, что оси коорди- 
натъ прямоугольны. 
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Дана прямая 


черезь точку (2,У1,2!) провести плоскость, перпендиикулярную къ данней 
прямой. . 

Такъ какъ искомая плоскость проходитъ черезъ точку (жь, у, =). 
то уравнене ея будетъ 


А ( —2) + В(у—и) + С (2—2) = 0; 
условя перпендикулярности прямой съ плоскостью таковы: 


А В С 


Рот т 


‘ 


гдЪ Ё множитель пропорцюнальности; подставляя опредфленныя от- 
сюда значеня А, В, С, найдемъ, что уравнен!е - искомой плоскости 
напишется такъ: 

1 


Их—т,) + т(у-и) п (2—2,) = 0. 
Обратная задача: дана плоскость. 
Ах + Ву+ С2+ р =0; 


найти уравненя прямой, проходящей черезь точьу (а,6,с) и перпендику- 
лярной къ этой плоскости. 
Напишемъ искомыя уравнен!я прямой въ видЪ 


ха _у—б _2.-с. 
1 тв’ 


опредЪляя изъ условйй перпендикулярности прямой и плоскости 


Гот_ тп р 

о. йо. 
гдЪ К множитель пропорщональности, коэффищшенты 1, т, п, найдемъ. 
искомыя уравненя прямой въ видЪ 


273. Рьшимъ теперь такую задачу: черезь данную точку провеспиь 
плоскость, параллельную данной прямой. 
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Пусть уравненя прямой будутъ 


а координаты данной точки (7, у,,2,); уравнене разсматриваемой пло- 
кости напишется такъ: ° : 


А (1—) -Е Ву) не (2—2,) = 0. 
Но, такъ какъ услове параллельности плоскости и прямой будетъ 
В -- Вт би =0,....... (400) 


ТО ИЗЪ ЭТОГО одною усломя отношеня двухъ изъ коэффищентовъ 
А, В, С къ третьему опредфлить нельзя, и задача остается неопредф- 
ленной; дЪйствительно, черезъ данную точку параллельно данной 
прямой можно провести безчисленное множество плоскостей. 

Изъ (400) имъемъ 


а потому уравнен:е всЪхъ плоскостей, удовлетворяющихъ указанному 
въ задач условию, будетъ вида 


т (я— я.) — К(у—у,) Е (7—2) -- 1(2—21)] = 0; 
. С 
здЪфсь черезъ & мы обозначили неопредЪленное отношен!е р. 


274. Переходимь къ рЪшен!ю такой задачи: найти точку пере- 
стченя прямой съ плоскостыо (координатныя оси кая угодно). 
Пусть уравнене данной плоскости будетъ 


Аз -- Ву Се р=о ..... (401) 


а`уравнен!я данной прямой 


Я—а у Ь э-е 


— = = 


или | ь 
д—=а +, У—=Ь- ть 2=6+т; .. . (402) 


задача наша сводится къ опредъленю значеня параметра #, соотвЪфт- 
ствующаго точкЪ пересфченя прямой съ плоскостью. 
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Если координаты точки пересфченйя обозначимъ черезъ (2, у, 2), 
а соотвЪтственное значене параметра черезъ & то, такъ какъ эта 
точка лежитъ на нашей прямой, выражен!я для ея координатъ черезъ 
параметръ будутъ вида (402). 

Съ другой стороны, такъ какъ наша точка лежитъ въ плоскости 
(401), то ея координаты удовлетворяютъ уравненйо (401), а потому, 
подставляя значения (402) координатъ въ это уравнеше, найдемъ ура- 
внен!е для опредфленя соотвфтствующаго значеня параметра 


Аа ВЫ Се-- Р-НЕ (41+ Вт + Сп) =0. . . . (403) 


Изъ послфдняго уравненя видимъ, что, вообще, точка пересф- 
ченя будетъ одна, такъ какъ для { получимъ только одно значеще. 

Если прямая параллельна плоскости, то точка пересфченя уда- 
ляется на безконечность, а, слЪдовательно, и соотвЪтствующее значе- 
не { равно безконечности, поэтому изъ (403) слЪдуетъ, что необходи- 
мымъ условемъ параллельности плоскости и прямой будетъ услове 


АТ Вт + Сп 0. ....... 4404) 


Раньше мы вывели это услов!е только для прямоугольныхъ осей 
координатъ, теперь же видимъ, что оно имфетъ ту же форму для какой 
угодно системы прямолинейныхъ координатъ. 

Если бы услове (404) удовлетворялось тождественнс ири какилё- 
одно значешяжь 1, т, п и если бы при этомъ ОР было отлично отъ 
нуля, то соотвЪтствующая плоскость (401) пересъкала бы всю прямыя 
пространства на безконечности, т. е. представляла бы геометрическое 
мЪсто безконечно-удаленныхъ точекъ всфхъ прямыхъ пространства. 

ДъЪйствительно услоше (404) удовлетворится при какихъ-угодно. 
значеняхъ р, ж, п лишь въ случаЪ, когда 


зу. БЕ 0: 


Въ этомъ случа уравневше плоскости (401) обратится въ 
0.20. уН0о.2+Р=0,. ..... (405) 


гдЪ № отъ нуля отлично. 

Этому уравненйю не удовлетворяютъ никакя конечныя значення 
я, у, 2, воТЪ почему его называютъ уравненемъ безконечно-удаленной 
ялоскоети. 
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Теперь ясно, почему уравнен!я 
Ах Ву+ Се р =0, 
0.2 20. у+0.2-+ р, =0, 


тдЪ 1), отъ нуля отлично, можно считать уравненями нЪкоторой 
‚безконечно-удаленной прямой. 

275. Найдемъ теперь услов!я, при которыхъ данная плоскость 
проходить черезъ данную прямую. 

Въ этомъ случаф координаты любой точки прямой (402) удовле- 
творяютъ уравнен!ю (401), т. е. всЪ значения { отъ — со до -|- со удовле- 
творяютъ уравнен!ю (403). 

Это возможно лишь тогда, когда уравнеше (403) обращается въ 
тождество, т. е. когда 


Аа-- ВЫ С(е-+ В-=0, 4 -- Вт -- Сп —=0. 


Первое изъ этихъ условй показываетъ, что точка (а, 6, с) прямой 
лежитъ въ данной плоёкости, а второе, что прямая и плоскость парал- 
лельны. 

Такимъ образомъ, полученныя услов!я могутъ быть выражены 
словами такъ; пмлоскоеть проходить черезь прямую, если она имтеть 
с5 ней одну общую точку и если коэффишенты в5 уравнешять пло- 
скости и прямой удовлетворяють условю параллельности. 

276. На основаши предыдущаго р-шимъ такую задачу: найти ура- 
внеме пловкости, проходящей черезь прямую 


параллельную прямой 
я и 


[И 77 И 


Такъ какъ плоскость наша должна проходить черезъ точку 
{а, 6, с), то ея уравнене можно написать въ видЪ 


й А (2 —а) + Ву В--О(@е—9=0; 


условя, что наша плоскость параллельна какъ первой, такъ и вте- 
рой прямой, таковы: 


А -- Вт Сп =0, 
41 -- Ви, + См = 0. 
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Отсюда 
И И 


— —- А ЖА 
тп, — тп пи — ти п, — Вт 


поэтому искомое уравнене плоскости приметъ видъ 
(пи. — тт) (1 — а) + (1 —пи) (у— 6) + (т — т) е—в)=0. 


Рьшимъ ту же задачу въ предположени, что первая прямая 
задана уравнениями 


Ах + Ву + Сер =0, 
: (406) 
Ах Ву Св + В, =0, 
а вторая уравнешями 
Е ха 9у—6б 2—6 


= 3 == г Е ы . ` . . (407) 


р 1 И пт 


Уравнен!е всякой плоскости, проходящей черезъь прямую (406) 
таково: 
Ах-- Ву+ Сё РО К(А:х + Ву Се- 2) =0, 


тдЪ /^ произвольный коэффищентъ. 
Такъ какъ искомая плоскость параллельна второй прямой, то, 
‹лЪдовательно, 
КА-ЕА,) т (В-ЕВ,) | (С-+ЁС,) п = 0, 
откуда 
41 -- Вт + Сп 
а1- Вт- Сл 


Если знаменатель этого выражен1я равенъ нулю, то, какъ легко 
видЪть, плоскость 


Ах - Ву - Се -- р, — 0 


и будеть искомой плоскостью. Если же знаменатель не равенъ 
нулю, то для Ё получимъ конечное, опредЪленное значенге. 

277. ДалЪе, рЪшимъ такую задачу: найти уравнешя и длину 
перпендикуляра, отущеннало изь данной точки А (7 у, 2) на данную 
эрямую (овеи прямоуюльны). 

Пусть уравнен!я данной прямой будутъ 


ха у с 


[1 т п 
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Искомый перпендикуляръ, какъ нетрудно видФть, представляетъ 
пересЪчене двухъ плоскостей (черт. 149): плоскости, проходящей 
черезь данную прямую и данную точку 4, и плоскости, перпендику- 


черт. 149. 


лярной къ данной прямой и проходящей черезъ ту же данную точку 4- 
Уравнен!е второй плоскости, какъ проходящей черезъ точку 
(т, у, 21), будетъ 


А (< —2,) + Вуфу) ЕС(е—2)=0. ‹ 


Но, такъ какъ она перпендикулярна къ данной прямой, то, 
слЪдовательно, 


и поэтому уравнен!е ея въ окончательномъ видЪ таково: 
1(1—#,) тии) Ён (2 — 2) =0. 
Уравнене первой плоскости напишется опять въ видЪ 
А-а) +Ви-+Се-)=0. 


Такъ какъ данная прямая лежитъ въ той плоскости, то, во пер- 
выхъ, имфемъ 


А Вт Сп=0. ..... . . . (409) 


и, кромЪ того, такъ какъ въ этой же плоскости лежитъ и точка (‹‹ в, с), 
то, слЪдовательно, имфемъ еще одно услове 


А (а—*) +В (6 —у) + С(е—2,)=0. . . . (410) 
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Изъ этихъ двухъ условйЙ найдемъ 


А. ыы В р С . 
т (21 — с) —в(/и —6} п(а—а-—Т(а—0 о и -т(аа` 


Поэтому, окончательно, уравнеше первой плоскости напишется 
такъ: 


[т (21-—©)—п (9:—6)] (2—а) + [п (1 —а) —Це,-—‹)] (9—8 + 
НЕ и —6)—т (21—а)] (2—9 =0. ........ @И) 


Уравненя (408) и (411) представляютъ искомыя уравнешШя раз- 
сматриваемаго перпендикуляра. Такимъ образомъ первая часть за- 
дачи рЪшена. 

Для рЪшеня второй части поступаемъ слБдующимъ образомъ: 
если черезъ М обозначимъ точку съ координатами (а, 6, с),. то, какъ 
легко видЪть изъ чертежа 149, 


А№ = АМ? —- М№; 


но, такъ какь АМ представляетъ разстояне между точками Аи М, 
то се 
АМ? — (5, —а)* + (у:/— 6) + (2—6); 


далЪе ММ найдется, какъ длина перпендикуляра, опущеннаго изъ 
точки (а, 6, с) на плоскость (408). 
Какъ извЪфстно, эта длина АИ слЪдующимъ образомъ: 


- ММ — о а) + т @ ть. #)_ 
ЗИ т 


Поэтому 
А — [(а—=) + (6—1) + (с—2,)*] (2 т? п?) 
Р-- т? + я? 
[1 (а а;) Ем (6—1) п (е—21 


т 


ПримЪняя тождество Эйлера (см. $ 230), найдемъ 


дут ат ФИ ид 
ре 


-. [(е—2.) 1 (а) п 
р та - я? - 


А, П. ВЖЕБОРСКЛЙ, АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРИЯ. . 22 
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Итакъ, наша задача рЪшена. 
- 278. На основан!и только что сказаннаго легко рЪшается слздую- 


щая задача: найти уравиене рула® цилиндра, осью котораюо служить 
прямая 


черт. 150, 


Очевидно, что круглый цилиндръ можно разсматривать какъ 
геометрическое мЪсто точекъ, равноудаленныхъ отъ его оси, причемъ 
разстоян1е ИХЪ ОТЬ оси равно радусу основанИяЯ. Сльдовательно, если 
(1, у,=) представляютъ координаты какой-либо точки нашего цилин- 
дра, то между ними, на основанйи предыдущаго, имфемъ сл5дующую 
зависимость: 

[т (#—а) — Ри Вр [п (у—6) — т. 2-е :}]? Е [р (=— ©) —п (х > ив 
В Е? г. ИВ 


это и есть искомое уравнене нашего цилиндра. 
279. Переходимъ теперь къ такой задачЪ: найти уравнешя прямой, 


проходящей черезь данную точку и перпендикулярной къ двумъ даннымь 
прямымь (оси прямотольны). 


Пусть данныя прямыя будуть 


—а уф 2—с 


п’ . 


и в 
1 т] т; 


и данная точка имЪетъ координаты (21, у, 21). 
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Уравненйя всякой прямой, проходящей черезъ точку 4, имЪютъ 
‚ВИДЪ 


ыы! 


Ю 

а в г 
а условя перпендикулярности этой прямой съ двумя данными на- 
пишутся такъ: 


[а | тз - му = 0, 
а -- т 8 -- пу = 0. 


ОпредЪляя изъ этихъ условый величины, пропорщональныя о, В, 1, 
майдемъ 
я 
РЕ. ЕР Ве а. у 


ти, — тп в — в т, — Пт 


Поэтому уравненйя искомой прямой будутъ 


о о в 


ти, — пп в — п т —1т 


280. Теперь можемъ отвфтить и на такой вопросъ: найти уравне- 
ия личи кратчайнаю разстоянмх между двумя прямыми и длину ею. , 

Замфтимъ, что подъ лишей кратчайшаго разстояня между двумя 
прямыми подразумЪ вается прямая, перпендикулярная къ обЪимъ пря- 
мымьъ и ихъ пересЪкающая. Длина отрфзка этой прямой между точ- 
ками пересфченшя ея съ данными прямыми и носитъ назване длины 
хратчайтоло разстолея между этими прямыми. 

Пусть данныя прямыя заданы уравненями 


Проведемъ черезъ какую-либо точку М (х., у, 2.) (черт. 151) 
третью прямую, перпендикулярную къ обЪимъ даннымъ прямымъ; 
уравнен1я ея, какъ мы только-что видфли, будутъ вида 

я уу 2-2: 
а В у 


ГДЗ ©, В, 1, имЪютъ значеня, опредфленныя въ предыдущемъ &-5. 


рем Ал, аи О) 
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черт. 151. 


Легко видфть, какъ геометрически рЪшить нашу задачу: для 
этого стоить провести одну плоскость черезъ первую изъ данныхъ 
прямыхъ, параллельно прямой (412), а затъмъ—вторую плоскость. 
черезь вторую изъ данныхъ прямыхъ параллельно той же прямой 
(412). Прямая пересфченя этихъ двухъ плоскостей и будеть лишей 
кратчайшаго разстояня. ДЪйствительно, такъ какъ она параллельна 
прямой (412), то она будеть перпендикулярна къ двумъ даннымъ. 
прямымъ; находясь съ каждой изъ нихъ въ одной плоскости, она. 
будетъ перескаться съ ними. Теперь остается найти уравненя этихъ. 
плоскостей. 

Уравнене первой плоскости, какъ проходящей черезъ точку’ 
(а, 6, в), будетъ 

А (#— а) +В(у- О +Се-@=0. 


Условя параллельности ея съ первой изъ данныхъ прямыхъ и 
съ прямой (412) напишутся такъ: 
АТ -- Вт - Си = 0, ое ВВЗЕ Ср 0, > 


откуда 
А ва. . С 


ту — 58 па — 0- 8 — та 


СлЪдовательно, окончательно уравнене первой плоскости приметъ 
такую форму: 
(ту — В) (х— а) (по — |) (иу— В) + (В — то) (#—9 = 0. 
Какъ нетрудно видфть, уравнеше второй плоскости будетъ от- 


личаться лишь тЪмъ, что вмЪсто (а, 6, с) и (Ъ т, ®) въ него будуть. 
входить величины (а, 81, с,) и (1, т,, "и). 
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Такимъ образомъ уравнене этой второй плоскости будетъ таково: 
(ти у—, В) (7—9, + (и, —11) (у—6,) + (Вто) (г—с,) = 0. 


Найденныя два уравненя и будуть уравненями лини кратчай- 
чнаго разстояня между двумя данными прямыми. 

Остается найти длину кратчайшаго разстоян!я. Чтобы ршить 
эту вторую часть задачи геометрически, проводимъ черезъ первую 
изъ данныхъ прямыхь плоскость, параллельную второй прямой. 

Тогда, какъ нетрудно видЪть разстоян!е любой точки второй 
прямой оть этой плоскости и будетъ равно искомому кратчайшему 
разстоян!ю двухъ прямыхъ. 

Уравнене плоскости, проходящей черезь первую прямую и 
параллельной второй, какъ мы уже видфли въ $ 276, таково: р 


(ти:— т, т) (х—а) + (1, —пи) (уУ—6) + (т —№м) (2—е) =0. 
Разстоян!е 8 точки (а, В,, 1), лежащей на второй прямой, отъ 
этой плоскости выразится сльдующимъ образомъ: 


= (ти, тип) (аа —а) + (и, —п1) (6—5) + (т —1 т) (и—в) 
ЗР (тт, — тит)? (1) — 12 (т, — 1т) : 


Это и будетъ длина искомаго кратчайшаго разстояня. 


`281. Чтобы покончить съ прямыми, найдемъ еще услов1я пересЪчен1я 
двухъ прямыхъ въ пространств. Въ пространствЪ дв прямыя, вообще 
говоря, не лересЪкаются. Аналитически это слЪдуетъ изъ того, что 
четыре уравнен!я, которыми эти прямыя задаются, вообще говоря, не 
имЪють общихъ рЬшенй относительно трехъ, входящихь въ нихъ, 
неизвЪстныхъ. 


Такимъ образомъ, если двЪ прямыя, заданныя соотвЪтственно 
уравненями 


У 
| 
> 


Аз + Ву + Се +. 
Аа + Ву + Се Р, =0 


Ая -- Ву - Сье + Б, = 0, 


пересвкаются, то условемъ пересьченйя будеть услове совмЪстности 
этихъ 4-хь уравнен!й. 
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Чтобы получить его, нужно рЬшить три изъ этихъ уравнейй 
относительно я, у, = и подставить полученныя значеня въ четвертое 
уравнене. Если при этомъ получится тождество, то уравненя наши 
совмЪстны, а, слЪдовательно, соотвфтствующя имъ прямыя пере- 
сфкаются. 

Особенно простую форму пробрЪфтаютъ эти условя, когда прямыя. 
заданы своими проекщями на двф координатныя плоскости. 

Пусть, напримфръ, наши прямыя заданы своими проекщшями 


у — тх м, а—= ра 


у=тя+и,, 5— р - 41. 


Если прямыя пересЪкаются, то эти уравне я имфютъ общ 
рЬшеня, поэтому, исключая изъ нихъ у и =, найдемъ 


ти Ни х -, 
р Ра=рх- а. 


Полученныя уравнен!я также должны быть совмфстны, поэтому, 
исключая изъ нихъ х, найдемъ, слфдовательно, искомое услове 


О, 28 еее 29: =— т 


РР! аб. 


Положимъ теперь, что прямыя заданы параметрическими урав- 
нешями 


х=а- И, ИА жет . . . . (413) 


а АЕ, ЕЯ, РЯДА, "Ри, . . . (414) 


| 


ГД Ри & параметры. 

Если наши прямыя пересфкаются, то должны существовать так!я 
значен!я параметровъ фи &, при которыхъ координаты (%, у, #), вычи- 
сленныя при помощи выражен! (413), равны значен!ямъ, вычислен- 
нымъ при помощи выражений (414). 

Итакъ, въ случаЪ пересфченя прямыхъ имфемъ тая значеня 
фи 1, для которыхъ 


а =а НШ, Е тЕ = В, + т, ет ч=а + ми, 
откуда, исключая {, найдемъ 
| (т, — Пт) == (а — а) — 1 (6, —1), 5 
.. . (415) 


(пи — п) фт (а, — а) И (а — 6). 
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Наконецьъ, исключая, отсюда &, получимъ 


тм (а —а) — 1 (6, —5) 


и == [я 71 (а! == а) Е | (с == 6). 
или, посл простыхъ вычислен!й, 
(тт; — пт!) (ая (ей, — 2) (6, —5)+ (1 — 1} (с — 6) = 0. 


Если прямыя наши параллельны, то точка пересфченя ихъ на- 
ходится на безконечности, а, слЪдовательно, соотвфтствующее ей 
значене параметра # равно безконечности. Обращаясь къ уравненямъ 
(415), видимъ, что для того, чтобы 1 равно было безконечности. не- 
обходимо, чтобы 


та — Пт —= 0, т — 11 = 0, 
откуда й 
1 т п 


т ов 


Это и есть Ууслове параллельмости’ двужь прямыль при акой- 
Узодно систем Декортовыхь координалть. 

282. Рьшимъ еще задачу, которая понадобится намъ еще впослЪд- 
сти: найти Формулы преобразованная координентв, если з4 новыя чго- 
орчинатиыя плоскости прнияты три переськаюиияся в5 одной тоцкь 
плоскости 


Аз -- Ву | С р=0.. о .. (16) 
а -- Ву-- Се Г, = 0, щи ес В) 
‘ й 
Ак Выу-- Се. =0 о . . (418) 


Примемъ первую изъ этихъ плоскостей за новую плоскость 1’ у’, 
вторую за плоскость х’5’ и третью за плоскоств У’ 2. Обозначимъ 
координаты какой-либо точки М (черт. 152) по отношеню къ ста- 
рымъ координатамъ черезь (т, у, 2), а по отношеню къ новымъ 
черезъ (+, у’, г’) Изъ точки Л опускаемъ перпендикулярь МР ца 
новую плоскость ху’. ь 

Длина его, какъ извфстно, будетъ 


МР = -- В (Ая Ву-| Сё-| 1), 


гдё А нормируюций множитель уравнен!я (416). Проведемъ прямую 
МК параллельно новой оси 2, представляющей пересфчен1е плоско- 
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1 


я / м 
/ / з 
/ ^^ 
ры 


1 р. я 
5 


черт. 152. 


стей (417) и (418); тогда КМ ===". Съ другой стороны МР = МКзэт / МКР. 
Но .^ МКР равенъ углу © между осью 2’ и плоскостью я’; уголъ 


! 


этоть можемъ найти, зная уравневшя нашей оси 2’ и плоскости х’ у’. 
Такимъ образомъ, 


ве = базу ОО), 
зт © 


Знакъ здЪсь опредфлится выборомъ положительнаго направлен!я 
. г М 
на новыхъ координатныхъ осяхъ. Полагая -- —— =, гдЪ й, оче- 
п 0 
видно, опредфленная постоянная, найдемъ 


#2 =й (Ах -|- Ву-- Сё-- О). 


Аналогичнымъ образомъ найдемъ и остальныя формулы пре- 
образованя въ такомъ `видЪ: 


у = (Аж- Ву Се Б,, 
я — 9(Аж -- Вгу -|- С. -- р.), 


гдЪ опять таки №, 9 опредЪленныя постоянння. 


ГЛАВА Х. 
Шаръ. 


283. ПростЪйшей поверхностью второй степени будетъ шар. Урав- 
нене его легко выводится изъ, опредфленя шара, какъ геометриче- 
скаго мфста точекъ, равноотстоящихъ отъ данной точки (центра). 

Предположимъ, что оси координатъ прямоугольны; если коорди- 
наты центра`С шара обозначимъ черезъ (а, 6, с), рамусъ его черезъ 
г (черт.- 153) и возьмемъ какую-либо точку М (х, у. 2) на шарЪ, то изъ 

ы . 
Миху. 5) 


черт. 153. 


опред$леня шара найдемъ слЪфдующее выражене для радйуса 


= У@— а) +(у— В+ е—0: 
или же и 
(х— а (у— В) (#—62—т=0. .. . . (419) 


Это и есть искомое уравнене шара. 
284. Посмотримъ теперь, при какихъ условяхъ общее уравнеше 
2-й степени относительно прямоугольныхь координатъ 
Аа? -| Ву? + (22 + 2С.лу + 2Вняе + ЗАуе +. 
Раб -РоВу ВЕН = 0 д... 
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представляеть шаръ; такъ какъ уравнене (420) въ этомъ случаЪ 
можетъ быть приведено къ вилу (419), то уравненйя (419) и (420) экви- 
валентны, а потому въ нихъ соотвЪтствующ!е коэффищшенты пропорцю- 
нальны, т. е. 


Н : й 
= Мел Зо «о и. г МА 


э 


Е Е | ба 
Первыя пять условий 
А Е В ав С, С —- В = Л —= 0, 


какъ не заключающия ни координатъ центра, ни радуса шара, пред- 
ставляютъ необходимыя услов!я, при которыхъ уравнеше (420) можетъ 
представлять въ прямоугольной системЪ координатъ шаръ. Пока- 
жемъ, что эти услов!я и достаточны. | 
Дъйствительно, при выполненНи ихъ изъ остальныхь условй 
(421), найдемъ для (а, №, с, *) конечныя и опредЪленныя значеня 
В а -оРУ РЁ 


бя. бы 


ее — Н : 
А 

При :? > 0 имБемь дЬйствительный шаръ; при 7? = 0 имЪемъ 
шаръ нулевого радтуса и при +" < 0 — мнимый щаръ. 

Итакъ, уравнеше второй степени относительно прямоутольной ви- 
стемы координать представляеть шарь, если в немз отсутетвунниз 
члены 65 произввденями перелиьииыхь, и если козрфиленты у квадро- 
т0вь перемтиныхь равны между собою. 

Для опредфленя координатъ центра и величины радтуса шара, 
соотвфтствующаго уравнен1ю > 


ра 


АУ) +2054 2Еу-+Р+ Н=0, . . . (499) 


дЪлимъ это уравнене на А и дополняемъ члены, содержание хх, и, 2,. 
до полныхъ квадратовъ. 
Тогда уравнеше (422) преобразуется въ сл$5дующее: 


ро № Е) он т в р 
И Е ны а м 
Е а} + (- о, о АЗ АЗ А? 


Ра 
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Сравнивая это уравнеше съ общимъ уравнемемъ шара (419), 
получимъ 
м = т. 
В К а В 
„„_ О в — АН 
а 60 л 


Перес$ченя поверхностей 2-ой степени съ плоскостями: 
и прямыми. 


285. Перейдемъ теперь къ разсмотрЪню общаго уравнен!я поверх- 
ностей, 2-й степени, т. е. уравнен1я 


Р (2, 9,2) = Аз? + Ву? - С? + 20 ту + 9 Вяе 2 Алиг 
+20 + 2+2 Е + Н=0. ..... (423) 


` 


х, 


Покажемъ прежде всего, что велкое съченте поверхновти 24 ете- 
‚ нецн влескостыю представлиеть поничестое еъчеше. 

Такъ какъ всякую плоскость можемъ принять за одну изъ коор- 
динатныхъ плоскостей, напр., за плоскость (лу, то намъ достаточно 
разсмотрЪть пересфчеше нашей поверхности съ плоскостью г == 0. 

Полагая 2 = 0 въ уравнеши (423), найдемъ уравнене кривой 
пересвчен!я глоскости Оху съ поверхностью, отнесенное ‘къ координа- 
тнымъ осямъ (м и Оу; это уравнеше будетъ 


47? + Ву? + 2С гу + 2ре + 2Еу + Н = 0, 
откуда и заключаемъ, что разсматриваемая кривая пересЪченя пред-. 
ставляетъ коническое сЪченге. : 

286. Переходимъ къ разсмотрьню пересфчен!я поверхности 2-й 
степени съ прямой. 

Предварительно, однако, напомнимъ слфдующее тождество, пред- 
ставляющее ничто иное, какъ разложене въ строку Тэйлора поли- 
нома ] (г. у, :), находящагося въ лЪфвой части уравнен!я (423). Полагая. 
въ этомъ полиномЪ 


и=а- р, уУ—=О--И, ЕЕ 0) 
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и располагая его по, возрастающимъ степенямъ й, К, 9; найдемъ 


О 9/ 9} 9/ 
Гат ст 9) == (а,6,6) + А 2% 29 ЕЕ 
Е (Ала -- ВА? -- С + 2С:йК + 2Вйд + 249%), .... 1494) 
Г. + г Е с ; 1я зн 1 од- 
8 96’ с чИСпа, представляюния значеня частныхъ производ 
9 9 9 


ных —, -‘ э› Когда въ нихъ положимъ х—=а и-—Ь в =. 
Е 09%’ ду’ ор’ ь ‚9 ? 


Положимъ теперь, что поверхность 2-ой степени задана уравне- 
шемъ ; 
о а .. (45) 


а прямая уравненями 
х = а+ И, у=Ь- ть е—=еф . .. {426) 


Въ силу однозначной зависимости между координатами точекъ 
прямой и параметромъ & для того, чтобы найти координаты точекъ 
пересЪченя прямой (426) съ нашей поверхностью, достаточно найти _ 
значен!я параметра & соотвЪфтствующя этимъ точкамъ пересЪченгя. 

Если (я, у,г) координаты одной изъ искомыхъ точекъ пересЪченя, 
то, подставляя въ уравненше (4725) вмЪсто (т, у, 2) ихъ значеня (426), 

` получимъ уравнеше для опредфленя значенй , соотвЪтствующихъ 
искомымъ точкамъ пересЪченйя. УравненНе это въ силу тождества 
{424) будетъ вида } 


| (а-ЕИБ- ть пб ==] (а,5,с) Не ( 1 р + т Е. п %) + 


+ # [АР- Вт? - Си? + 2Сит-Е2Виь +2 А ти] =0. .. (427) 


Изъ этого квадратнаго уравненя найдемъ два значен!я для & 
этимъ значеншямъ будутъ соотвфтствовать двЪ точки пересЪчен!я пря- 
мой съ поверхностью, причемъ въ зависимости отъ того, будуть ли 
соотв$фтственныя значен{я { дйствительными или мнимыми, точки ЭТИ 
‘будутъ дЪйствительными или МнимМыми. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей теорем: всякая прямая 
пересткиеть поверхность 2-ой степени, въ двухъь тачкахь. 

Число точекъ перес$чен!я какой-либо алгебраической поверхности 
съ любой прямой носитъ назван!е порядка алгебраической поверхно- 
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сти. Изъ только что доказанной теоремы вытекаетъ, что поверхности 
2-ой степени представляють поверхности 2-ю порлдки. 

287. Если уравнене (427) имЪфетъ равные корни, то точки пере- 
сфченя разсматриваемой прямой съ поверхностью сливаются, и пря- 
мая касается нашей поверхности. 

ПоложимЪ, что точка (а,Б,с) лежитъ на поверхности, т. е. пред- 
ставляеть одну изъ точекъ пересЪфченйя; тогда ] (а, Б, с) == 0, и уравне- 
не (427) имЪеть одинъ изъ корней & равный нулю; корень этотъ и 
соотвфтствуетъ точкЪ (а,б,с). Если теперь предположимъ, что прямая ` 
наша касается въ этой точкф нашей поверхности, то и второй корень. 
уравнен!я (427) долженъ равняться нулю, что, какъ нетрудно видЪть, 
будетъ имЪфть мЪсто лишь въ томъ, случаЪ, когда въ разсматривае- 
момъ уравнен!и отсутствуетъ и членъ съ первой степенью &#. 

Такимъ образомъ, для того, чтобы прямая (426) касалась поверх- 
ности /(х, 9,2) =0 въ данной точк® (а,6,6), угловые коэффищенты 
прямой 2, т, п должны удовлетворять соотношен!ю 

97 9] 97 


1 — м нь > 
о №. Ре 


Такъ какъ этому соотношеню удовлетворяетъ безчисленное 
множество значенй [э, п, то, слфдовательно, черезъ данную точку 
(а, Ь, ©) поверхности можно провести безчисленное множество касатель- 
ныхЪ прямыхъ. 

Что же представляетъ геометрическое мЪсто этихъ касательныхъ? 

Если (2, у, 2) будутъ координаты любой точки какой-либо изъ 
этихъ касательныхъ, то въ силу уравненйй (426) числа 


х— а, У—Ь, #— с, 


пропорщональны соотвфтственно коэффищентамъ р т, п разсматри- 
ваемой касательной; такъ какъ зависимость (428) однородна относи- 
тельно [, т, п, то, замЪняя въ ней [р т, п числами, имъ пропорщо- 
нальными, найдемъ что координаты любой точки какой-либо касатель- 
ной, проведенной ВЪ точкЪ (а, 6, с) къ поверхности Ё (м, 9, 2) = 0, 
удовлетворяютъ уравненюо 


те `(429 
(х эт ое - ... . (429) 


СлЪдовательно, это уравнене и представляетъ уравнеше искомаго 
геометрическаго мЪста. Уравнен:е это, какъ уравнене первой степени, 
представляетъ плоскость. 
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Такимъ образомъ, зеометричесвиме мтстомь касательныхь кз по- 
верности 2-0 порядка. проведениыть керезь данную точку, лежащую 
на  повертностн, служить нлоскосшь; ниоскость эта носить назване 
касательной плоскости. С 

288. Прямая, проведенная черезъ ‘гочку касания (а, 6, с) перпендику- 
лярно къ касательной плоскости, называется нормалью. Уравнен!я ея, 
какъ прямой. проходящей черезъ точку (а, в, ©) и перпендикулярной къ 


плоскости (429) будутъ, въ случа прямоугольной системы коорди- 
натъ, вида 


9 ВР ооо. Ца 09 


289. Мы нашли геометрическое мЪсто касательныхъ, проведенныхъ 
къ поверхности 2-го порядка въ какой-либо точкЪ, лежащей на этой 
поверхности. : 

Найдемъ теперь уравнене геометрическаго мЪста касательныхъ, 


проведенныхъ черезъ какую-либо произвольную точку ЛМ (а, 6, с) про- 
странства. 


М 


черт. 194. 


ЗамЪтимЪ, что если прямая 
х = а И, у—Ь- ть а=—е- и. 
касается поверхности 
Аз? -—- Ву?-- С + 2Сху+ 2В 2 Н2А.у2- 
+ 2Оу- Ву 2 ЕН =0, 
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то уравнене 
Г (а, 9+ ох т) 
р да 9 де 


+Р (АР Вт? - Оп? + 2Ст + ЭВ + ЗА ти) =0 


имЪетъ ‘равные корни; а условемъ равенства корней является услов1е 


| о 4 в 4» "— 


ди [977 де 


— 4/71, 1,0 (АР Ви? + О 2Сит 4 ЭВ -- ЭАти) = 0. . (431) 


`Этому условю удовлетворяетъ безчисленное множество значенй 
1. т, п, слЪдовательно, изъ данной точки можно провести безчиелен- 
ное множество касательныхъ къ поверхности 2-го порядка. Эти каса- 
тельныя образуютъ конусъ съ вершиной въ точкф М (а, р, в), который 
носить назване касательнсло конуса (черт. 154). | 

Какъ найти уравнеше этого касательнаго конуса? 

Если (х, у,2) координаты любой точки ‘на какой-либо образующей 
этого конуса, то он удовлетворяютъ уравнешямъ этой образующей 

а у оф с 


=” й 
Г. т Г? 


А ‘ 


причемъ [, т, » въ свою очередь подчинены услов!ю (431). Такъ какъ 
послЪдняя зависимость однородна относительно , т, и, то въ ней 
можно замфнить ихъ числами, имъ пропорщональными. 

Подставляя поэтому въ уравненше (431) вмЪсто 1, т, и пропор- 
цюнальныя имъ числа г-——а, у— В, 2— е, найдемъ уравнене 


|< а) ‚. + (и — 5) ий + (2 -— о ы! 41 (а, 1, с) [А (х— а -Ё 
[Я 


да ОР 
Ву 50 — в) +201 (г — а) (у— 5-28, (х—а) (2-9 
ен (4-8) (2—0, (ура... . . (433) 


которому удовлетворяютъ координаты любой точки какой-уюдно каса- 
тельной, проведенной черезъ точку М (а, В, с), т. е. любой точки раз- 
сматриваемаго касательнаго конуса. 

Такимъ образомъ, уравнене (433) и представляеть Уравнеме каса- 
тельназо конуса къ поверхности 2-ю порядка съ вершиной въ точкь 
„М (а, №, с). Такъ какъ уравнене (433) второй степени относительно 
координатъ, то этотъ конусъ представляетъ конусъ 9-го порядка. 
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Если бы уравнене (433) не удовлетворялось никакими дЪйстви- 
тельными значенями координатъ за исключенемъ значемй х-—а, 
у= р, г=е, то оно предётавляло-бы мнимый конусъ. Если введемъ 
въ разсмотрфне и мнимыя поверхности, то придемъ къ заключен!ю, 
что черезь любую точку пространства можно провести касательный 
конусъ къ поверхности 2-го порядка. 

_ Если возьмемъ точку М на самой поверхности, тогда (а, В, ©) =0 
и уравнеше (433) обращается въ уравнеше 


К 2 
(© д Е@ и 9 нед: "= = 
да 
или, что то же, въ уравнене 


едит, (2 — ©) 


а это знакомое уже намъ уравнен{е касательной плоскости вЪ точкЪ. 
(а, Б, с), лежащей на поверхности. 


290. Замфтимъ, что уравнеше касательнаго конуса однородно отно- 
сительно трехъ многочленовъ, линейныхъ относительно `координатъ, 
именно относительно х— а, у—биг— с. | 


Докажемъ, что, вообще, если черезь а, 3, 1 обозначимь мнозючлены 
первой степени относительно координалтиь т. в., если положимь 


а —= ах + Бу се +4, В = ая Ву + с, + 4, { == а + бьу ве + 45, 


то всякая зависимость | (а, В, 1) =0, однородная относительно а, В, т 
представляеть уравиеше конической поверхности. 


Въ самомъ дфлЪ, соотношене это мы можемъ представить въ 
видЪ 


2. т, =0 Е: 


и 
гдЪ и показатель однородности. Полагая р. — й, гдЪ Й какая угодно 
| т 


: а а 
постоянная, изъ уравнен]я (434), найдемъ для — р постоянныхъ зна- 
т 


ченй #1, №, № . - с 
Такимъ образомъ, координаты точекъ, удовлетворяющия уравненямт 


Раба ЗЕ осо 0 
т 4 
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будуть удовлетворять и уравнен1ю (434) и наоборотъ. 
Уравнен:я (435), которыя можемъ написать ВЪ видЪ 


& — Е. 1 ==0, ВЕ: 


. . (436) 


представляютъ прямую. 
Каково бы ни было значене й, а, слЪдовательно, и соотвфтству- 


ющее значене К, прямая эта проходить черезъ точку, координаты 
которой удовлетворяютъ одновременно уравненямъ 


«=0 В8=0, 1—0, 
— . й ЕЁ? 
эта послЪдняя точка представляетъь точку пересЪчен1я трехъ плоскостей 


ах - у ее + а = 0, 
ах -- Му -Е ве а, = 0, 
ах -- бу - сзе + а» = 0. 


Итакъ, уравнене (431) удовлетворяется координатами точекъ лю- 
бой изъ прямыхъ (436), проходящихъ черезъ н$которую постоянную 
точку. - 

Такимъ образомъ, высказанное нами положеше доказано. 


Можеть случиться, что ни для какихъ дЪйствительныхь значе- 
ый # уравнеше (434) не даетъ дЪйствительныхъ значенй К; тогда вс 
прямыя (436) мнимы и наша поверхность представляетъ мнимый конусъ. 

291. Рьшимъ теперь такую задачу: найти зеометрическое мъето 
касательныль 5 нткоторой поверхности 2-0 порядка, проведенныхь парал- 
мельно нъкоторому направленгю, тарактеризуемому числами 1, т, п. 


Изъ геометрическихъ соображенйй ясно, что этимъ геометриче- 
скимъ мЪстомъ долженъ служить нфкоторый цилиндръ; цилиндръ 
этотъ носить назван!е описаннало или касательнаго цилиндра. 

Замфтимъ, что къ касательному цилиндру мы можемъ придти, 
предполагая, что вершина какого-либо касательнаго конуса отпра- 
вляется на безконечность вдоль нЪкоторой прямой; тогда конусъ обра- 
тится въ цилиндръ, образующя котораго параллельны прямой, вдоль 
которой вершина конуса двигалась на безконечность. 


Найдемъ уравнене описаннаго около поверхности 2-го порядка 
цилиндра. 


А. 11. ПЩЕБОРСКЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТР1Я. 23. 
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Пусть образующия его имЪфютъ направлеше, характеризуемое 
коэффишентами $, т, и; пусть далЪфе ($7,0) координаты какой-либо 
точки на одной изъ образующихъ, уравненйя которой можемъ, сл$до- 
вательно, написать въ видЪ 


=Е-ТИ, = а —= Е 4. 


Чтобы эта образующая касалась поверхности 2-го порядка, необ- 
ходимо, чтобы уравнеше 


РЕНИ, чо д =Г&ъ9Э + и Е 
9: 99] 9% 
+ (АР - Вт? + Ст? + 2Сит - 2Вип + 2Атп) # =0 


имфло равные корни, а для этого необходимо, чтобы выполнялось 
условие 


а АЕ (АВ Вт? ++ би + 
0Е 9% % 
+ 20 т + 2Вит + 2Аитп) = 0. 


ПослЪднее равенство, въ которомъ 1, т, и имфютъ данныя зна- 
чения, представляетъ зависимость между координатами любой точки 
(Е т 9, взятой на какой-уюдно образующей цилиндра, описаннаго 
около нашей поверхности, т. е. представляеть уравнене описанноло 
цилиндра, образуючия которого имтють направленме, характеризуемое 
коэффищентами 1, т, п; замфтимЪъ, что цилиндръ этотъ можеть быть 
и мнимымъ. 

292. Разсмотримъ теперь еще такую задачу: найти зеометрическое 
место прямыхь, протодящихь черезь точку М (а, Ь, с) и переспкающияь 
данную поверхность 2-ю порядка на безконечности; направлене вся- 
кой такой прямой носитъ назване асимпиотическало направленая. 


Если уравненя какой-либо изъ разсматриваемыхъ прямыхъ будуть 
х=а- й, у=Ь- ть в =е+ 9, 
то для того, чтобы эта прямая перескала поверхность 2-го порядка 


на безконечности, необходимо, чтобы уравнен!е 


Г@а-- Е, ть с+ 9) =Р (а, 0). [6 Ги % + + 


дс 
+ (МР - Вт? + Си? + 2Сит + 2Вт + 2Атп) # =0 ..... - (437) 
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имфло безконечное Рршене, а для этого необходимо, чтобы коэффи- 
щенты 1, м, п удовлетворяли условю 


АР -- Вт? Ст Ст 2В.ъ -+2Ати—=0..... (438) 


Эта зависимость однородна относительно 1, и, м, а потому мы 
можемъ замфнить въ ней 1, т, п, числами, имъ пропорщональными. 
Если (я, у, =) представляютъ координаты какой-либо точки на какой- 
либо изъ прямыхъ съ асимптотическимъ направлешемъ, проходящей 
черезъ точку (а, ®, с), то 


а потому, подставляя въ (438) вмЪсто 1 т, п соотвЪтственно 
ж— а, У—Ь,. а—с, - м 
найдемъ уравнене искомаго геометрическаго мЪста 


А-а В+ (2— 62420, (#— а) (у—5)+ 
28, (#—а) (2—6) +24, (у—5) (#—с) =0. .. (499) 


Уравнен{е это, какъ однородное относительно 


—а, У—Ь, #—с 


представляетъ конусъ и притомъ конус» 9-10 порядка. 

Если бы этотъ конусъ быль описань, около нашей поверхности 2-го 
порядка, т. е. еслибы онъ касался, то, очевидно, всЪ его точки каса- 
ня съ поверхностью находились бы на безконечности, такъ какъ 
каждая изъ образующихъ этого конуса имфла бы обЪ точки пересфче- 
ня съ поверхностью на безконечности, 

Постараемся найти уравнен!е такого конуса, носящаго назване 
асимптотическаго конуса. г 

293. Пусть уравнене его будетъ (439). 

Съ другой стороны, такъ какъ этотъ конусъ представляетъ ка- 


сательный конусъ, то его уравнене должно приводиться къ виду 
(см. $ 289) 


47 (а, 6, с) [А (х—а)?-+- В 9—6 (и— 0+ 
+ 2С, (х—а)(у—в +28, (1—а) (=—с)+2А, (У—6) (#— в) ]— 


Е бе ВОЙ 
| оч 9, |=о. 
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Эти два уравнения будутъ тождественны лишь тогда, когда 
тождественно т. в. для веълъь значе ж, у, 2 имЪеть м$сто равен- 
стве 


9} 9 97 
‚— @) — —6) — #—-6в) —=0 
(#— а) о р + (2 -- в) ЕЕ 


а это возможно лишь тогда, когда координаты вершины конуса (а, 6, с} 
удовлетворяютъ условямъ 


Ё а, ‚т = д. (440) 
у да 9ь 96 

Итакъ, если существуеть такая точка (а, Б, с), кординаты кото- 
рой удовлетворнють условямъ (440), то разсматриваемая  поверх- 
ность 2-0 порядка имтеть асимптотическй конусь, т. е. конусь, 
касающейся ея на  безконечности. Вершиной этою конуса служить 
точка (а, 6, с). 

Сьъ этой точкой, называемой центром». мы скоро подробнЪе по- 
знакомимся. й 


Даметральныя плоскости и Даметры. 


294. Найдемъ теперь уравнене одаметральной плоскости, т. е. пло- 
вкости, представляющей зеометрическое — мьето срединь пораллельныть 
между собою хордь, причемъ подъ хордой подразумфвается отрЪзокъ 
прямой, заключающийся между точками пересфченя прямой съ по- 
верхностью 2-го порядка ] (2, у, 2) == 0. 

Пусть (и, у, #1) и (х., уз, 2) представляютъ координаты концовъ 
какой-либо хорды, а (а, 6, с) координаты средины этой хорды, тогда 


«= аа, и, = и. -_. (441) 


Уравнев я разсматриваемой хорды пусть будутъ 
+—а-|- Ц, У=б-- т, а=е--т. - 


’Обозначимъ черезъь ци Ь значеня параметровъ, соотвЪтствую- 
ия концамъ разсматриваемой хорды, тогда ` 


а: =а-Н 1, я: —=а--Й., 
У = -- та, у = -- ть, 


а ==е- яиц, === 745. 
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Складывая выражен!я для м их, изу, 21 и г. и обращая вни- 
ман!е на соотношеня (441), найдемъ 


Г} {Е - $) = 0, 78 (1 -- Ь) — 0, Г (Е, + ь) = 0, 


откуда въ силу того, что [, т, и, одновременно равняться нулю не 
могутъ, имфемъ | 


нь =0. 


Но и Ь представляеть сумму корней уравненя, служащаго для 
опредфленя значенй &, т. е. уравневя (427), слЪдовательно, въ раз- 
сматриваемомъ случаЪ въ этомъ посл5днемъь уравнени коэффищентъ 
при { долженъ равняться нулю. 

Итакъ, если (а, 6, с) представляютъ координаты средины разсмат- 
риваемой хорды, то онЪ непремЪнно удовлетворяютъ уравнен!ю : 

9 


и, 9 
а тор т" =0. АЕ ЖА. д (442) 


Такъ какъ при переходЪ отъ одной хорды къ другой, ей парал- 
лельной, коэффищенты 1, т, п не измфняются, то, слЪдовательно, соот- 
ношене (442) представляетъ зависимость между координатами средины 
любой изъ хордь съ направлешемъ , т, п, т.е. представляеть урав- 
нене искомаго геометрическаго мЪста. Зам$няя въ немъ ‚координаты 
(а, 5, с) черезъ (х, у, 2), напишемъ это уравнене въ видЪ 


ь 9] 9,9’ _ 
о ©, нь (443) 


Какъ нетрудно видЪфть, уравнене это представляетъ плоскость, 
которая носитъ названве Фаметральной плоскости, сопряженной сь 
данными хор`ами, или, какъ зоворятг, сопряженной сё направлемемь 
1, т, п. 

295. Разсмотримъ нЪсколько частныхъ случаевъ. 

Если хорды параллельны. оси х-овъ, то ихъ уравнен!я приводятся 
къ виду 


откуда находимъ, что для этихъ хордъ т=—0 ип == 0, а, слЪдовательне, 
уравнене сопряженной съ ними д1аметральной плоскости будетъ 


и. 


а 
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Точно такъ же уравнен!е д1аметральныхъ плоскостей, сопряжен- 
ныхъ съ направленями осей у и г, будутъ соотвфтственно 


9} —0 в _ 


9 — › 20: 


.296. Изъ уравненя даметральныхъ плоскостей (443) видимъ, что, 
каковы бы ни были коэффищенты 1 т ‚п, уравнене это удовлетво- 


ряется координатами точекъ, удовлетворяющими одновременно ура-. 
вненямъ 


“о Мо 


0, =0, ы=0.. -. 444) 


Точка ‚координаты которой удловлетворяютъ тремъ послфднимъ 
уравненямъ, носить назван!е центра разсматриваемой поверхности 
2-го порядка. 


—. 


Такъ какъ каждое изъ уравнений (444) представляетъ плоскость 
и такъ)какъ эти плоскости могутъ перес$каться: 1} въ одной точкБ на 
конечномъ разстоян?и, 2) въ точкЪ, лежащей на безконечности, 3) по 
прямой и, наконецъ, 4) могутъ совпадать, то отсюда видимъ, что яо- 
верлности 2-ю порядка моутз имтть: 1) одинъ центръ (центральныя по- 
верхности), 2) не имъть центра или, что то же, имтть безконечно-уда- 
ленный центрь (поверхности безь центра), 3) импть прямую центровъ и, 
наконець, 4) имють цплую плоскость центров. 

297. Покажемъ, что, если поверхность 2-0 порядка импеть прямую 
центровь, то она непремюнно будетъ цилиндрической поверхностью. Примемъ 
эту прямую центровъ за ось г-овъ и предположимъ, что наша поверх- 
ность задана уравненемъ 


Ё (2, у, 2) = Аж + Ву? + С? + 2Сяу + 2Внае + ЗАлуг + 
-- ЭРинр Зву + Ее НН, ...... о 99 


Координаты любого центра въ разсматриваемомъ случаЪ будутъ 
(0, 0, =), гдЪ = измЪняется отъ — <> до | ©. Уравнешя, которымъ 
должны удовлетворять эти координаты, будуть 


9 0 9 _ п 


д _ е] ду — И др = 0: 
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‚ Полагая въ этихъ уравневяхъ 5 = 0, у = 0 и 2 какимъ угодно, 
найдемъ 


2 910,09 р. р-о 107009 док, 
2 9% я ду 

14100, 0, =) ро 

2 92 


Хх 


Каждое изъ этихъ уравненйй должно по условю удовлетворяться 
какими-угодно значенями 2, что возможно лишь тогда, когда они 
представляютъ простыя тождества, т. е. когда 


В = =С=-д—-В=В=0. 


Обращаясь -къ уравненю (445), видимъ, что въ этомъ случаЪ 
уравнене это не заключаетъ координаты 2; сл$довательно, оно пред- 
ставляеть уравнеше цилиндра, образующёя котораго параллельны оси 
2-овъ, т. е. нашей прямой центровъ: 

298. Точно также можно ‚ доказать, что въ случаЪ, когда поверх- 
ность 2-го порядка имфетъ плоскость центровъ, она представляетъ 
пару параллельныхъ или совпадающихъ плоскостей. 

Для доказательства примемъ плоскость центровъ за одну изъ 
координатныхъ плоскостей, положимъ за плоскость Озу, и напишемъ 
услов!я, что уравнен!я 


09% °'’ д °’ де 
удовлетворяются значенйями 2—0 и всфми значемями д и у оть 
— © до +0. 
Послфднее возможно лишь тогда, когда коэффищенты 4, В, С, Ви, 
А,, О, Е, Еравны нулю,т. е. когда уравнен:е поверхности имфетъ видъ 


Се -Н=0, 


а это уравнене представляетъ уравнене пары плоскостей, параллель: 
ныхъ плоскости Оу. 

299. Прямая перес5чен!я двухъ дламетральныхъ плоскостей носитЪ 
назване даметра поверхности 2-го порядка. Дламетръ и д1аметральная 
плоскость называются сопряженными, если дДаметральная плоскость 
длитъ пополамъ хорды, параллельныя разсматриваемому д!аметру. 

Мы скажемъ, чтотри даметра взаимно-сопряженны, если плоскость, 
проходящая через» канме-либо два изъ нихь, сопряженна съ третьим, 
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300. Введемъ еще понят!е о д2аметри, сопряженномь съ данной плоскостью 
ав ВУ е +8 =0. (о. (46) 


Для этого рёшимъ слфдующую задачу: найти дгаметральную тлос- 
кость, сопряженную сь какой-либо хордой, параллельной плоскоети (446). 
Пусть уравневями этой хорды будутъ уравнен!я 


а _у—6 2а—с 
7 БЕЯ т Е. р - 7 . . . 


(447) 


Такъ какъ эта хорда, параллельна плоскости (446), то имемъ 
соотношен!е 


1+ тВ - пт ==0. и... (448) 


Диаметральная плоскость, сопряженная съ хордой (447), будетъ 


о: 
о м. в 


послЪ исключен! я 1 при помощи (448) посл$днее уравнене напишется 


ВЪ ВИДЪ 
9% 9 _ 97 
"(*ж-—во + "(* Г та] =0. (449) 


ИзмЪняя | т, п такъ, чтобы всегда удовлетворялось соотношене 
(448), будемъ получать всевозможныя хорды, параллельныя плоскости 
(446). Но при перем$нныхъ значеняхъ т и п, уравнен!е (449) пред- 
ставитъ уравнен!е пучка плоскостей, проходящих черезъ прямую перестченя 
двуть плоскостей 

| ааГ. 97 _ 


вЫ: во 0: с (450) 


Какъ нетрудно м эти двЪ плоскости представляютъ дв$ 
. дгаметральныя плоскости, а, слфдовательно, прямая перес$ченя ихъ 
является Фаметромь, который мы назовемъ, Оаметромь, сопряженным® 
съ пловкостью (446). | 

Его уравненя т. е. уравнен!я (450) можно написать въ боле 
симметричномъ видЪ 


р м 9 

д% ду 92 | 
С до ово в м 451 
те (451) 


Изъ. сказаннаго видно, что даметромъ, сопряженнымь 65 полос. 
костью (446), является грямая пересъчешя веъхь баметральныхь плоско- 
стей, сопряженныхь с5 хордами, параллель. ими плоскости (146). 
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Прост йшШя уравнен!я поверхностей 2-го порядка. 


301. Въ геометр!и на плоскости мы видЪли, какъ, выбирая соотвЪт- 
ственнымъ образомт. координатныя оси. можно привести уравнене 
кривой 2-го порядка къ простЬйшему виду. 

Совершенно такъ же при спешальномъ выборЪ координатныхъ 
осей приводятся къ простЪйшему виду и уравнен1я поверхностей 2-го 
порядка. 

Примемъь за ось 7-овъ какую-либо прямую, а за плоскость Оуз 
дламетральную плоскость, сопряженную съ этой. прямой. 

Пусть уравнене нашей поверхности будетъ 


Р(х, у, =) = Аа? + Ву + С 2Сжу -- 2Вла + 2А у 
2 2-2 +Н—о с (452) 


Уравнее д!аметральной плоскости, сопряженной съ направле- 
шемъ оси 2-овъ, какъ мы ВИДЪли, таково: 
9! 


о =2 (Аж-| Оу В+ Р)-=0.. (453) 
дх | 


Такъ какъ при нашемъ выборЪ плоскости Оуг это уравневе 
должно обратиться въ уравнене х -—=0, то отсюда заключаемъ, что въ 
разсматриваемомъ случаЪ 


С: = В, = Б-==0. 


Такимъ образомъ, если за плоскость Оу? принята даметраль- 
ная нлоскость, сопряженнал съ направленемь оси 4-06%, то Ууравнене 
поверхности приводитея къ виду у 


(4,2) = А В б- 2 Ау + 2Еу Е 2Е2-- И = 0, .. . (454) 


т. е. не заключаетъ координаты х въ первой степени. 

Если въ уравнении (454) положимъ 1 — 0, то найдемъ уравнеше 
сЪъченя нашей поверхности плоскостью Оуг, отнесенное къ осямъ 
Оу и 02; уравнене это будетъ 


$ (9, =) == Ву - Се + ЗА уе 2Еу + 2Е +Н=0. .. (455) 
Положимъ, что въ этомъ уравнени не вс коэффищенты при 


членахъ второго измфренйя, т. е. не всЪ коэффищенты В, С, 1, равны 
нулю; въ э.омъ случаЪ, какь извЪстно изъ плоской геометрии, мо- 


— 
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жемъ привести уравнене кривой (455) къ одному изъ видовъ 
Ву? + Са? ЕН’ = 0, Ву ЗЕЕ! == 0, ВН =0 . (456) 


въ зависимости отъ того, будетъ ли кривая (455) центральнымъ кони- 
ческимъ сфченемъ, параболой или парой параллельныхъ прямыхъ. 
Преобразован!е уравненйя (455) къ виду (456) сводится къ пере- 
несенню начала координатъь въ нЪФкоторую точку О’и къ повороту 
осей до совпаден!я съ осями 0'9’ и О’. 
ЗамЪтимъ, что уравненше (454) можеть быть написано въ вид 


оо... 5) 


Перенося теперь начало координатп въ точку О’, принимая за 
новыя координатныя оси прямыя О’, О’ и О’т’, причемъ за пря- 
мую О’х примемъ прямую, параллельную прежней оси Ох, а, слЪдо- 
вательно, имющую направлене, сопряженное съ плоскостью Оуг или, 
что то же, съ плоскостью О’у’’, преобразуемъ уравнеше (457) въ одно 
изъ слБдующихъ: 


‘ Др ++ В + ОН = 0, .. . . (458) 
А’? + ВОР =0,...... (459) 
Аз В+ Н'=0........ (400) 


До сихъ поръ мы предполагали, что въ уравнен!и (454) хоть 
одинъ изъ коэффищентовъ В, С, А, отличенъ отъ нуля; если теперь 
предположимъ, что всЪ эти коэффищенты равны нулю, то уравнене 
(455) сможемъ всегда привести къ виду 


2Еу — 0, 
а, слЪдовательно, уравнене (454) къ виду 


Аа’ ЗЕ =0. ........ 46 


Наконецъ, если въ уравнен!и (454) всЪ коэффишенты за исклю- 
чешемъь А и Н равны нулю, то уравнене это приводится къ виду 


Ааа НН... ...... 462) 


Такимъ образомъ, помощью преобразованя координатъ всегда 
можно привести уравнене поверхности 2-го порядка къ одному изъ 
видовъ (458), (459), (460), (461), (462). 
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Замфтимъ, что всегда можно при этомъ подобрать оси О’т, 
О'’у, О'=’ такимъ образомъ, чтобы оси эти были взаимно перпенди- 
кулярны. 

Доказательство этого положен{я приведемъ дальше, а пока раз- 
смотримъ, каковъ будетъ видъ поверхностей 2-го порядка, соотвфт- 
ствующихь каждому изъ указанныхъ уравненй. Для удобства въ 
этихъ уравненяхъ будемъ писать т, у, г, вмЪсто т’, у, =". 


Цилиндрическя поверхности. 


302. Что касается уравненя (462) 
А? | Н —= 0, 


то это уравнеше представляетъ пару плоскостей, параллельныхъ пло- 
скости уг, причемъ, если коэффищенты ^/А и Н имЪютъ разные знаки, 
эти плоскости дЪйствительны, если же знаки ихъ одинаковы, то пло- 
скости эти мнимы; наконецъ, въ частности, когда Н = 0 06% плоско- 
сти совпадаютъ съ плоскостью уг. 

Переходимъ къ разсмотрЪн!ю уравнен:й (460) и (461) 


Аз? -|- Ву? | Н—=0, Аз? -|- 2Еу— 0. 


Такъ какъ каждое изъ нихь не заключаеть координаты 2, то оно 
представляетъ цилиндрическую повертность, образующя которой парал- 
лельны оси 2-овъ. 

Каждое изъ оэтихь Уравненйй, разсматриваемое какъ уравнение 
кривой в плоскости ху, представляетъ уравнеше сЪченя соотвфт- 
ствующаго цилиндра плоскостью #у. й 

303. Разсмотримъ подробнЪе эти уравненйя, причемъ начнемъ съ 
уравнен1я 

Ах? -- Ву + Н=0. 


Пусть знаки у Ли В одинаковы, причемъ можемъ предположить, 
что оба эти числа положительны. Если и коэффищенть Н тоже по- 
ложителенъ, то уравнене наше не удовлетворяется никакими дйстви- 
тельными значенями х и у, слЪдовательно, представляеть мнимую: 
цилиндрическую поверхность 

Такъ какъ его сфчене плоскостью ху представляеть мнимый 
эллипсъ, то его и называютъ мнимымь эллиптическимь цилиндромъ. 

При Н = 0 уравневше наше можеть быть представлено въ видь. 


Аз? -|- Ву = (х Иа ИВ) (ИА —И —В)=0 
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и, слЪдовательно, распадается на два 


ИА +9! — В= 0, и а УИ -В=0. 


Эти два уравневя при АОИ В> 0 представляютъ двъ пере- 
сокаюцаяея мнимыл плоскости. Единственными дЪйствительными 
значенями хи у, удовлетворяющими этимъ уравневшямъ, будутъ зна- 
чензя д == 0, и==0, т. е. координаты точекъ оси 2-о0вЪъ. 

Предположимъ теперь, что при А>0, В> Окоэффищентъ Н< 0. 

Уравнеше 

/ Ад? +- ВР + Н =0 


представляетъ въ этомъ случаВ въ плоскости #9 эллипсъ, а соотвЪт- 
ствующая цилиндрическая поверхность представляетъ эллиптическй 
жилипдрь (черт. 155). 


Полагая 


1 г 1 


А Е 
Н а? * Е’ в” 


представимъ разсматриваемое ураввене въ видЪ 


2 


+ — 1=0. 


2? 


а? 


Если оси ‘оординать прямоугольны и а?= 1, то урдвнене 
наше представляеть въ плоскости ху кругъ, въ пространствЪ кру- 
говой цилиндръ. 
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304. Переходимъ къ случаю АВ < 0. Разсматриваемое уравнеше 
при Н +0 представить в5 плоскости ту гиперболу, а въ простран- 
ствЪ гиперболическй цилиндръ (черт. 156). 


черт. 156. 


а 
Если бы при В < 0, мы бы имли, что Н — 0, то, какъ легко видЪтЬ, 
уравнен1е наше соотвЪфтствовало бы парЪ дЪйствительныхъ плоскостей, 
пересЪкающихся по оси 2. 
305. Мы знаемъ, что координаты центра поверхности 2-го по- 
рядка / (х, у, =) =0 опредЪляются изъ уравненйй 


рот Е: 2 
0х 0 = 


въ случаЪ, когда 


Г (& 9, =) = Чай + Вуз Н=0, 


` 
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‚ уравненя эти приводятся къ двумъ 


19д 
г ТТ. — — = Ву 0, 
2 дх 2 ду 
откуда заключаемъ, что разсматриваемые цилиндры наши имЪютъ пря- 


мую центровь, совпадающую съ прямой х = 0, у= 0, т.е. съ осью 2-овЪ. 
306. Переходимъ къ уравненю 


Ах? -- 2Еу— 0. 


Въ плоскости ху уравнеше это представляетъ параболу, даметръ 

которой совпадаетъ съ осью уовЪ; въ пространствЪ же это уравиене 

‚ соотвётствуетъ цилиндру съ образующими, параллельными оси 2-овъ; 

цилиндръ этотъ носитъ назваше зараболическаяо цилиндра (черт. 157). 
Уравнешя для опредфленя центра приводятся къ виду 


о а Ой 


— =27==0. 


черт. 157. 


Такъ какъ Е отлично отъ нуля, то, слЪдовательно, наша поверх- 
ность центра не имфетъ или, вфрнфе, имБетъ безконечно-удаленную 
прямую центровъ (см. $6 274). 

Центральныя поверхности. 


307. Разсмотримъ теперь уравнене 


Аа? -|- Вй-- Са Н=0...:... (463) 
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Мы предполагаемъ, что здЪсь ни одинъ изъ коэффищентовъ А, В, д 
не равенъ нулю, ибо иначе мы имфли бы уже разсмотрЪнный 
нами раньше случай. 

Нетрудно видфть, что разсматриваемыя нами поверхности имЪютъ 
центръ. 

Въ самомъ дфлЪ уравненя, служащя для опредълен!я коорди- 
натъ центра, въ настоящемъ случаЪ имЪютъ видъ 


откуда заключаемъ, что поверхность (463) имЪетъ одинъ центръ, лежаций 
въ началЪ координатъ. Вотъ почему поверхности, соотвЪтствуюцщия ура- 
вненямъ разсматриваемаго типа, носятъ назване центральныхь. 
Будемъ теперь дЪфлать различныя предположеня относительне 
коэффищентовъ въ уравнен!и (463). 
308. Если въ разсматриваемомъ уравнени коэффищентъ Н равенъ 
нулю, то оно обратится въ 


Аз -|- В’ Со. ....... (464) 


Посл$днее уравнене однородно относительно координалъ, а, 
слЪдовательно, представляетъь конусь съ вершиной въ началЪ коорди- 
натъ (см. 5 290). 

Если при этомъ всЪ коэффищенты А, В, С одного знака, то ни 
одна система дЪйствительныхъ значенйй х;, у, г, кромЪ значенй 


я=у=а=0, 


не удовлетворяеть нашему уравненю. Такимъ образомъ, въ этомъ 
случаЪ это уравнее представляеть мнимый конуса. 
Если при соблюдени услоыя Н-— 0 знаки у коэффищентовъ 
А, В, С не одинаковы, то уравнене наше представляеть дийстви- 
тельный конусе. 
Не нарушая общности, можемъ, напримфръ, положить, что Аи В 
положительны, а С отрицательно. 
Полагая 
де ‘бе бе 
а? 2 Гы 


приводимъ уравнене (464) къ виду 


т пре 
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Изслфдуемъ форму этой конической поверхности. 

Для этого будемъ разсматривать сфчемя нашей поверхности 
плоскостями параллельными плоскостямъ координатъ. 

Разсмотримъ сфчен!я плоскостями, параллельными плоскости хи. 

Уравнения сфченя будутъ- 


Исключая изъ нихь ©, получимъ уравнене проекши нашего 
съченя на плоскость жу, отнесенное къ осямъ Ох и Оу 


и № : 
реже 3 (460} 

Такъ какъ плоскость сфченя и плоскость проекци параллельны 
то эта проекщя, очевидно, тождественна съ самимъ сфчешемъ. - 

Каково бы ни было значене #й, уравнеше (460) представляетъ 
уравнене эллипса,= для котораго оси Оги Оу служатъ парой сопря- 
женныхъ д1аметровъ. причемъ съ увеличешемъ абсолютнаго значення № 
эти даметры будутъ увеличиваться. При № =0, т. е. когда плоскость 
сфчен!я будетъ плоскостью Олу, сфчеше представитъ точку. 

Итакъ, всф сфченя нашего конуса плоскостями, параллельными 
плоскости Оху, представляютЪъ эллипсы. 

ИзслЪдуемь сБченшя поверхности плоскостями, параллельными 
плоскости хе, т. е. плоскостями у=#. Уравнене проекщи какого- 
либо изъ этихъ сфченйй на плоскость дз, отнесенное къ осямъ Охи 
Ог, будетъ 


2 


й 2 а № 


и представляетъ, очевидно, гиперболу. дЪйствительный даметръ ко- 
торой совпадаетъ съ осью 2-овъ. При #0 уравнен!е наше предста- 
вляеть пару пересфкающихся въ начал координать прямыхъ- 
Совершенно аналогичнымъ образомЪъ найдемъ, что сфчен!я нашего 
конуса плоскостями, параллельными плоскости 1, будутъ итерболы. 
‚ 309. Пусть теперь въ уравненйи 


Аз? + Ву? + С? + Н =0 


коффищенты А, В, С имЪъють одинъ и тотъ же знакъ, и Н отлично 
отъ нуля и имЪетъ знакъ, противоположный знаку остальн ыхъ коэф- 


369 


фишентовъ; полагая 


д 1 В 1 С 1 


Но @&’ Но НН” в’ 


приведемъ уравнене поверхности къ виду 


52 4/2 2 | 
а +, — 1=0. ны 5 


Соотвтственная поверхность носитъ назваще эллинсонда. 

Чтобы найти форму эллипсоида нужно изслЪдовать сЪчен!я его 
плоскостями, параллельными координатнымъ плоскостямъ. 

Уравнения сфченйй эллипсоида какой-либо плоскостью, параллель- 
ной плоскости лу, будутъ: уравнене (467) и уравнен!е 2—й; исклю- 
чиВЪ ИЗЪ НИХЪ 2, найдемъ уравнене проекщи этого сЪчен!я въ пло- 
скости ху, отнесенное къ осямъ Ох Оу; уравнене это будеть 


22 2 
а =1- соч 4 988) 


Легко видЪть, что это уравнен!е представляетъ эллипсъ пока 
—е<#< с; 
при # — 1 с уравнеше (468) обратится въ 


т 
са + 12 у 0, 


Гы 
и удовлетворяется единственными дфйствительными значенями 


= 0 у — 0. 


Итакъ, сфчешя эллипсоида (467) плоскостями г = Феи — —с 
представляютъ точки съ координатами {0, 0, ди (0, 0,—6); если й 
будеть больше с или меньше ——с. то уравнен1е (468) представляетъ’ 
Мнимый ‚эллипсъ. | 

Отсюда заключаемъ, что эллипсоидъ, заключенъ внутри области, 
ограниченной плоскостями 


Я в = —с. 


Точно такъ же покажемъ, что сЪчешя эллипсоида плоскостями, 


параллельными плоскостямъ т2 и =, будутъ эллипсы и что эллипсои д 
А. И. ПШЕБОРСКЫ. АНАЛИТИЧ. ГКОМЕТЬТЯ. 24 
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нашъ заключается внутри области, ограниченной плоскостями 


а 


черт. 158. 


Если координатныя оси прямоугольны и, если двЪ изъ по- 
стоянныхъ а?, 62, с? равны между собою, напримЪръ а? — 62, тогда сЪчен1я 
плоскостями, параллельными плоскости ху, какъ это видно изъ (462), 
будутъ кругами. Въ этомъ случаЪ разсматриваемый эллипсоидъ можетъ 
быть образованъ вращенемъ эллипса 


ИЕ #2 
ъ Ре О 


около оси 2-овъ. 

Онъ носитъ назван!е эллипсонда вращеня. 

_Еели всф три постоянныя Фр, 53, <? равны между собою и оси 
прямоугольны, то уравнен1е (467) обращается въ 


2 | уз? — 92 —0 


и представляетъ шаре. 

ЗамЪтимъ, что посгоянныя а, 0, с, которыя можемъ считать по- 
ложительными, и которыя представляютъ длины отрЪФзковъ, образуе- 
мыхъ поверхностью на осяхъ координатъ, въ случаЪ прямоугольной 
системы координатъ носятЪ назване полуосей. Когда эти постоян- 
ныя различны, эллипсоидъ носитъ назваше трехоснало. 

310. Пусть въ уравнени 


А? -- Ву? -Е С? + Н =0 
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коэффишенты А и В положительны, аби Н отрицательны; полагая 
тогда 


ГДЪ, а, 6, с положительныя числа, приведемъ разсматриваемое урав- 
неше къ виду 

2 2 22 

“а? Е о (469) 

Уравнеше это представляеть такъ называемый однополый зитер- 
болиидз (черт. 159 и 160). 

Разсмотримь сЪченя его плоскостями, параллельными коорди- 
натнымъ `плоскостямъ. Проекщя на плоскость эжу его сЪчен1я какой- 
либо плоскостью, параллельной плоскости ху (черт. 159), т. е. пло- 
скостью 2=й, будетъ дана по отношеню къ осямъх и у уравнешемъ 


и ЕТ. хаха ах с 


Уравнене это представляетъ эллипсъ, отнесенный къ сопряжен- 
нымъ д!аметрамъ, длины которыхъ увеличиваются съ увеличешемъ 
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по абсолютной величинЪ й; въ самомъ дфлЪ, послЪднее уравнеше 
можемъ представить въ видЪ 


2? 1/2 . 
РНЕ 
аа (1+ ) в (1+ .) 
> з 
\ в :) 
а это эллипсъ, величины полудаметровъ котораго аи’ равны со- 
отвЪтственно 


ат Е и = т и. 
© о 


Уравнене проекщи на плоскость 12 сЪченя нашей поверхности 
плоскостью, параллельной плоскости ха, т. е. какой-либо плоскостью 
у = , будетъ 

22 3? [1 
ты о ре 


а? 6? [77 


Уравнен!е это представляетъ гиперболу, причемъ, пока №? < 4°, 
т. е пока К заключается въ предфлахъ — Би -+- 6, гиперболы эти 
имъютъ дЪйствительнымъ дламетромъ ось 2-овъ. Съ увеличенемъ 
по абсолютной величинЪ # отъ 0 до В величины дЪйствительнаго и 
мнимаго даметра уменьшаются; при Е = 6 уравнене (471) въ пло- 
скости 22 представляетъ уравнен!е двухъ прямыхъ 


[62 С [2 [в 


Когда же # >> №2, уравнение (471) представляетъ гиперболу, дЬй- 
ствительный даметръ которой совпадаетъ съ осью # овъ. р 

При этомъ величины полудаметровъ при увеличен!и Ё? уве- 
личиваются. 

Аналогичнымъ образомъ найдемъ, что сЪчене однополаго гипер- 
болоида какой-либо плоскостью, параллельной плоскости ‘уг, т. е. 
плоскостью х — 9, будетъ гипербола, дЪйствительный д1аметръ кото- 
рой параллеленъ оси у-овъ пока {? < а? и параллеленъ оси 2-овъ, 
когда 02 `> а; при 9 = а разсматриваемое сфчен!е обращается въ 
пару прямыхъ. . 

Такимъ образомъ, видимъ, что, во первыхъ, наша поверхность. 
иметь точки на безконечности и, во вторыхъ, что на ней находятся 
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четыре пары прямыхъ, представляющихъ сфченя поверхности пло- 
скостями 


черт. 160. 


Мы увидимъ впослЪдстви, что на этой поверхности находится 
безчисленное множество прямыхъ. 

Какъ и въ эллипсоидВ, въ случаЪ прямоугольныхъ координат, 
числа @, 6, с носятъ назване молуосей, причемъ число с представля- 
етъ мнимую полуось, а числа а, Ь дЬйствительныя полуоси. Какъ и 
въ случаЪ эллипсоида, послЪдыя два числа представляютъ длины 
отрЪзковъ, образованныхъ поверхностью на осяхь 0х и Оу. Если 
а =, то какъ видно изъ (469) сфченя поверхности плоскостями, 
параллельными плоскости ху, будутъ представлять (въ случаЪ прямо- 
угольной системы координатъ) круги; тогда поверхность можетъ быть 
образована вращенемъ гиперболы 


около оси #-овЪ. Въ этомъ случаф поверхность наша носитъ назване 
однопслало зитерболоида вращеная. 
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311. Пусть въ разсматриваемомъ уравнеши центральной поверх- 
ности коэффиценть А положителенъ, а остальные коэффищенты от- 
рицательны. | 

Полагая 


О... (472) 


Соотвфтствующая поверхность носитъ назван!е двуполазо типер- 
болоида (черт. 161). 

Разсмотримъ сЪчен!я этой поверхности нлоскостями, параллель- 
ными плоскости у2, т. е. плоскостями х=й. Исключивъ х изъ послфд- 
няго уравнемя и уравненя (472), найдемъ уравнене проекщши со- 
отвЪтствующаго сЪченя на плоскость 92; уравнене это, отнесенное 
къ осямъ Оуи 02, будетъ 


ее _ 


Пока #1? < а?, т. е. пока № заключается въ предълахь отъ — а 
до + а, уравнеше (473) представляеть мнимый эллипсъ, откуда заклю- 
чаемъ, что наша плоскость х=й при усломи —а<й< фа не 
перес$каетъь разсматриваемой поверхности. Другими словами, въ 
части пространства, заключенной между плоскостями х = —а и 

= +4, нЪть точекъ нашей поверхности. При й = а, какъ легко 
видЪть, уравнению (473) удовлетворяютъ изъ дЪйствительныхь зна- 
чей уи 2 только значеня у == 0, 2 = 0. Такимъ образомъ, сЪфчен!я 
нашей поверхности плоскостями х = а и х = -— а представляютъ со- 
отвфтственно точки (а, 0, 0) и (—а, 0, 0), лежацшая на оси х-овъ. 

Когда 12 >> а, уравнене (473) представляеть эллипсъ, щмаметры 
котораго совпадаютъ съ осями у-овъ и 2-овъ. Величина этихъ д1амет- 
ровъ увеличивается съ увеличенемъ #2. 

Переходимъ къ разсмотрЪнйо сфченйй плоскостями, параллель- 
ными плоскости ху, т. е. плоскостями г: ==й. Уравнене проекщши этого 
сфченя на плоскость ху, отнесенное къ осямъ Ох и Оу, будетъ 


ре и 
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Уравнеше это представляетъ гиперболу, отнесенную къ сопря- 
женнымъ д1аметрамъ, причемъ дЪйствительнымъ дламетромъ служить 
ось х-овъ, а мнимымъ ось у-овъ (черт. (161). 


черт. 161. 


Когда К будетъ увеличиваться по абсолютной величинЪ, то длины 
дламетровъ гиперболы, какъ это видно изъ уравненя (474), будутъ 
тоже увеличиваться. Аналогичнымъ образомъ УубЪдимся, что сфченя 
плоскостями у—у будутъ представлять гиперболы, дЪйствительныя 
оси которыхъ параллельны оси х-овъ, а МНИМЫЯ— ОСИ 2-ОВЪ. 

Такимъ образомъ, видимъ, что двуполый гиперболоидъ предста- 
вляетъ поверхность, состоящую изъ двухъ отдфльныхъ частей, каж- 
дая изъ которыхъ иметь безконечно-удаленныя точки. Въ случаЪ 
прямоугольной системы координатъ постоянныя а, Б, с носятъ на- 
зван!е полуосей, причемъ постоянная « представляетъ дъйствитель- 
ную, а постоянныя фи с мнимыя полуоси. 

Если мнимыя полуоси равны, т. е,. если 22 == 2, то, какь это 
видно изъ уравнешя (473), съченя нашего гиперболоида плоскостями 

—й.представляютъ круги; гиперболоидъ въ этомъ случаЪ можеть 
быть образованъ вращенемъ гиперболы 


22. 252 


а? 62 


ЕЕ 


около дЪйствительной оси и носить назване Овуполазо титерболонда 
вращеми. 

312. Обращаясь къ общему уравненно центральныхъ поверхно- 
стей, приведенному къ виду 


у Ах + Ву + СН, 
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видимъ, что д1аметральной плоскостью, сопряженной съ направленемъ 
оси х овъ будетъ плоскость, уравнене которой 


а 2 Ах = 0, 


ох 


т. е. плоскость 1/2; точно также найдемъ, что лламетральными нло- 
скостями, сопряженными съ направлениями осей у-овъ и 2-овъ будутъ 
соотвфтственно плоскости хе и 12. Такимъ образомъ, по отношеню 
къ нашей поверхности плоскости ^4/, хе и уг представляютъ три дйа- 
метральныя плоскости, обладаюция тЪмъ свойствомъ, что ‘каждая изъ 
нихъ представляеть даметральную плоскость, сопряженную съ на- 
правленемъ прямой пересфченя двухъ другихъ. Тая три дамет- 
ральныя плоскости, какь мы уже говорили, носятъ назване треть 
взанмно-сопряженныхь баметральныхь пловкостей, а прямыя ихъ пере- 
СЪчен!я носятъ назвае трехь взанмно-вопряженныхь Отаметровз, 


Въ числ этихъ взаимно-сопряженныхъ д1аметральныхъ плоско- 
стей центральныя поверхности имфютъ, по крайней мЪрЪ, одну систему 
взаимно перпендикулярныхъ между собою д!аметральныхъ плоскостей. 
Эти плоскости называются злавными дзаметральными илобскостями или 
плоскостями симметрии данной поверхности; прямыя пересфчешя ихъ 
носятъ назваше злавныхть Фамстровь или осей поверхности. 


Легко видЪть, что мавныя Оламетральныя плоскости дьлять попо- 
ламь торды, пъ нимь перпендикулярныя. 


Въ самомъ дЪлЪ, каждая изъ главныхъ д1аметральныхъ плоско- 
стей, представляетъь даметральную плоскость, сопряженную съ напра- 
влешемъ прямой пересфченшя двухъ другихъ главныхъ даметраль- 
ныхъ плоскостей, а эта прямая, по самому опредфленю главныхъ д!а- 
метральныхъ плоскостей, перпендикулярна къ разсматриваемой глав- 
ной д1аметральной плоскости. - 


Только, что указанное свойство главныхь д!аметральныхъ пло- 
скостей принимаютъ за ихъ опредфлеше, т. е. мавными О’аметраль- 
пыли плоскостяль называють плоскости, дълянин попомамь перпендиюу- 
ллрныя к нимь хорды. р 


Замфтимъ, что центральныя поверхности, вообще говоря, имфютъ 
три главныя д!аметральныя плоскости, составляюция систему трехъ 
` взаимно-сопряженныхъ даметральныхъ плоскостей, и только поверх- - 
ности вращешй имфють безчисленное множество главныхъ дамет“ 
ральныхъ плоскостей. Общую теоршю главныхъ дламетральныхъ пло. 
скостей изложимъ дальше. 
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Поверхности безъ центра. 


313. Намъ остается разсмотрЪть поверхности, уравнене которыхъ 
можеть быть приведено къ виду 


Ла? + Ву? 2 = 0, К а 5) 


причемъ ни одинъ изъ коэффишентовъь А, В, Г не равенъ нулю. 
Легко показать, что поверхности эти центра не имфютъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, въ разсматриваемомъ случаЪ уравнения, служа- 
щя для опредфлен!я координатъ центра, имЪютъ видъ 
а р ИЕ И 
д. ду 92 


такъ какъ №0, то отсюда и слфдуетъ, что разсматриваемыя поверх- 
ности центра не имЪюотъ или, вЪрнЪе, имЪютъ безконечно удаленный 
центръ. Не нарушая общности, можемъ считать коэффищентъь А по- 
ложительнымъ; далЪе, выбирая опредфленнымъ образомъ положитель- 
ное направлен!е на оси г. можемъ считать коэффищенть № отрица- 
тельнымъ (если бы ГР было >> 0, то слЪдовало бы измфнить направлеве 
оси = на обратное). 

Въ зависимости отъ того, будетъ-ли коэффищентъь В положитель- 
нымъ или отрицательнымъ, будемъ имЪфть два случая. При В>О0 
можемъ положить 


А = р. 7 В вы. | я И . 


— -- Е Е М За люд (476) 


и представляетъ такъ называемый эллиитическй параболоидь (черт 162)` 


Чтобы имфть представлене о формЪ его, какъ и въ предыдущихъ 
случаяхъ, будемъ разсматривать сфченя нашей поверхности плоско- 
стями, параллельными координатнымъ плоскостямъ. Проекщя на пло- 
скость ху сфчешя нашей поверхности какой-либо плоскостью, парал - 
лельной плоскости зу, т. е. плоскостью 2 == й, будетъ имфть по отно- 
шеню къ осямь Ох и Оу уравнеше 


п, ен. (477) 
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при № < 0 это уравнеше представляеть мнимый эллипсъ; отсюда за- 
ключаемъ, что въ области отрицательныхъ значенй координаты # 
точекъ нашей поверхности нфтъ; при № = 0, т. е. при с5чеши вашей 
поверхности плоскостью ху уравненше (477) удовлетворяется единствен- 
ными дЪйствительными значешями х=—0, у=0, т. е. сЪчеме наше 
представляетъ точку (0, 0, 0). При # > 0 уравнеше (477) представляетъ 
эллипсъ, причемъ съ увеличешемъ й до + <> оси соотвЪтствующихь 
эллипсовъ безгранично увеличиваются. 

Перейдемъ къ расмотрзвю с$ченй плоскостями, параллельными 
плоскости хе, т. е. плоскостями у = ®. 

Уравнене проекщи какого-либо изъ этихъ СВчешй на плоскость 
хе, отнесенное къ осямъ Ох и 03, будетъ, очевидно, 


о а ес 


ы 


| 


- 4 ------=- 


черт. 162. 


Это уравнеше при какомъ угодно значеши # представляетъ 
параболу (черт. 162), одинъ изъ даметровъ которой совпадаетъ съ 
осью 2-овъ; притомъ, какъ это явствуетъь изъ уравненя (478), нара- 
бола эта обращена отверсмемъ въ сторону положительнаго напра- 
вленя оси 2-0въ. 

Аналогичнымъ образомъ убфдимся, что сфченя плоскостями х—9 
представляютъ параболы, даметры которыхъ параллельны оси 2`овъ; 
всЪ эти параболы обращены отверстиями въ сторону положительнаго 
направления оси 2-овЪъ. 

Если предположимъ, что оси координать прямоугольны и что 
5? — 42, то изъ уравненшя (478) увидимъ, что сфчешя плоскостями 
#2—й будуть представлять круги. Параболоидъ въ этомъ случав 
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образованъ вращенемъ параболы 


5 


| м 
№2) 
‚м 


2 
|5 
5 


а 


около оси симметри и носитъ назваше эллизяпическаю` параболонда 
вращеш, | 
314. При АВ < 0 можемъ положить 
1 1 1 
А=—. В -, Е=—; 


02 Г) 62 


тогда уравненте поверхности приводится къ виду 


Е о 1 


Соотвфтствующая этому уравненйю поверхность носитъ название 
зиперболическао параболоида (черт. 163 и 164). 

Уравнене проекши на плоскость ту сфченя нашей поверхности 
плоскостью 2=й, отнесенное къ осямъ Ох, Оу, будетъ вида 


аа ЕЕ" ба Ге А Зе о: сы 2 ЗВ. . (480) 


Когда № < 0 уравнене это представляетъ гиперболу, отнесенную 
къ сопряженнымъ д!аметрамъ, причемъ дфйствительный д1аметръ 


ИИ 
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‹<овпадаеть съ осью у-овъ: при # = 0 уравнеше (480) распадается на 
два 


т. е. соотвфтствующее сфчеше плоскостью ху будетъ представлять 
пару прямыхъ. При й > 0 уравнеше (480) представляеть гиперболу. 
дЪйствительный даметръ которой совпадаетъ съ осью х-овъ. 

Такимъ образомъ, сфчешя плоскостями 2==й представляютъ 
гиперболы, причемъ при й < 0 одинъ изъ дЪфйствительныхъь дамет- 
ровъ параллеленъ оси у-овъ (черт. 163), а сопряженный съ нимъ 
параллеленъ оси /2-овъ, при й > 0 дЪйствительный дламетръ парал- 
леленъ оси х-овъ, а сопряженный съ нимъ мнимый параллеленъ оси 


у-овъ. Наконецъ, при # =0 изслЪдуемое сфчеше представляетъь пару 
прямыхъ. ” 


черт. 164. 


“ 


Перейдемь къ изучению сЪфчевй разсматриваемой поверхности 
плгскостями у-—^. Уравневе проекщи этого съченя на плоскость 
хх по отношеню къ осямъ Ох и О2 будетъ 

22 22 1 


а? Ге 62 


Уравнене это представляетъ параболу, направленную отверстемъ 
въ сторону положительныхъ г-овъ и имвющую даметромъ ось 2-овъ. 
Такимъ образомъ, сЪченя поверхности плискостями у== предста- 
вляютъ параболы, направленныя отверспемъ въ сторону положитель- 
ныхь 2-овЪ, причемъ даметры ихъ параллельны оси #-овЪ. 
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Наконець ‚уравнеше проекШи сфчен!я разсматриваемой поверх- 
ности плоскостью х —0 по отношеню къ осямъ Оу и Ог будетъ 


Уравнен1е это представляетъ параболу, обращенную отверстемъ. 
въ сторону отрицательныхъ г-овъ, причемъ д1аметромъ ея служитъ 
ось г-овъ. 

ЗамфтимЪъ, что оба параболоида имфютъ по двЪ взаимно пер- 
пендикулярныя тлавныя дламетральныя плоскости, п ричемъ подъ 
главными д!аметральными плоскостями мы, какъ и прежде, будемъ 
подразум$вать д!аметральныя плоскости, дфляция пополамъ хорды, 
къ нимъ перпендикулярныя. 

Въ случаЪ параболоида _ вращен1я главныхъ д1аметральныхъ 
плоскостей будетъ безчисленное множество; всф онф проходятъ черезъ. 
ось вращения. 

315. Резюмируемъ теперь полученные результаты въ слЪдующей 
таблиц. 


1. Цилиндры. 


а) АН >:0 двЪ мнимыя, параллельныя 
плоскости, 

Ь) АН < 0 двЪ дЪйствительныя, парал- 
лельныя плоскости, 

с) Н =0 двЪ совпадающяся плоскости. 


1) А ЕН =о0 


пони ‘чо лиазыние вы, 


2) Аа + 2Г2 =0 параболический цилиндръ. 

а) АВ > 0, АН > 0 мнимый эллиптиче- 
сюй цилиндръ, 

Ь) АБ >0, АН <0 эллиптичесай  ци- 
линдръ, 

с) АН>0, ВН < 0 |] гиперболическй 

АНХ 0, ВН» 0 \ цилиндръ, 

9) Н=0, АВ 0 двЪ мнимыя плоско- 
сти, пересЪкаюцияся по дЪйстви- 
тельной прямой, 

е) Н=0, АВ < 0 двЪ дЪйствительныя 
перес$кающяся плоскости. 


3) 4х - ВР + Н=0 


_— 
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|. Центральныя поверхности. 


Ь) ==, < 0 дЬйствительный конусъ. 


22 у? 2? В 
4) и Е ЕН =0 Н`>>0 мнимый эллипсоидъ 
р: 
р | а) ==, = +1 эллипсоидъ, 
5) = | ой + а 1=0 ,; Ба о однополый гиперболоидъ, 
з ь | ©@:—==а=—1 двуполый гиперболоидъ. 
вор ы [ а) е=а=1 и конусь съ дЪй- 
$} ++ — ‹ ствительной вершиной, 
502 = 02 | 
( 


Ш. Поверхности бззъ центра. 


Е. { 2) :—4 1 эллиптичесый параболоидъ, 
—_ = | Б==—1 гиперболическй параболоидъ. 


Опредфлеше рода поверхностей 2-го порядка. 


316. Займемся теперь вопросомъ, какъ по данному уравненю 
поверхности 2-го порядка опредфлить родъ ея. Для рфшешя этого 
вопроса постараемся привести уравневе данной поверхности къ про- 
стЪйшему виду, причемъ, какъ и въ геометрии на плоскости, восполь- 
зуемся разложенемъ лфвой части уравнен!я поверхности 


Ах? + Ву? - С22 + 2С.ху + 2Виха + Ау: + ы 
20 + у 272+ Н=0 ...... (8 


на алгебраическую сумму квадратовъ. 

Предположимъ, что въ уравнени (481) хотя одинъ изъ коэф- 
фищентовь при квадратахъ перемфнныхъ, наприм$ръ коэффищенть 
А, не равенъ нулю. | 

Умноживъ уравнен!е (481) на А и расположивъ его по степе- 
нямъ х, напишемъ его въ видЪ 


Аза? -- Ад (Су + В,г + В) + АВу + АСР 2АА уе + 
-2АЕВу + 2АГё + АН-=0, 


откуда видимъ, что для того, чтобы дополнить члены, содержащие т, 
до полнаго квадрата, нужно прибавить и вычесть по 


(Су-Е В+ 0); 
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члены, ань х, совмЪстно съ членомъ 
+ (Си + В, + 0) 
дадутъ намъ квадратъ четырехчлена 
(Аз + Су- В,г + 1); 


дЪлая приведене въ остальныхъ членахъ, напишемъ наше уравнене 
ВЪ видъ 


(Ах + Су Ве + Бу Вуз + С 2А'уа 
Ну + 2+ Н'=0,....... (489) 


ГДЪ, какъ нетрудно видЪть, 
В' = АВ -- С, С = Аб Вь А’ = АА, — СВ, 
АСР Е —= АР — В.О, ПИН 0. 


317. Если въ уравнени (482) всЪ коэффищенты 2’, С’, 4' Е’, 
Е, Н' равны нулю, то уравнен!е это приводится къ виду 


(Ах - Су - Ви + 2}? РеЕЕВ 0, 


т. е. представляетъ 06» совпадаюния пловкости. ^ 

Положимъ теперь, что въ уравнени (482) всф эти коэффищенты 
за исключешемь НН’ равны нулю, т. е., что наше уравнеше приво- 
Дится къ виду 


(Аж + Су + Ве + + Н--0. 
Послфднее уравнеше эквивалентно двумъ уравненямъ 

Аз + Оу ВОИН = 0, 

Ах + Су ВЕР ИЕН0 


и представляетъ, очевидно, пару параллельныхь илоскостейдъйствительныхь 
при НИ’ < 0 и мнимыль при Н’>> 0. 

318. Положимъ далЪе, что въ уравнени (482) коэффищенты при 
членахъ 2-го измфреня В’, Си А' равны нулю и неравенъ нулю 
хоть одинъ изъ коэффищентовь Ё'и РЁ уравнене наше приметъ 
видъ 

(Ах-г Су Ва -- Р-Н —= 0... (483) 
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Произведемъ замфну координатъ, а именно примемъ за новую 
плоскость у’=2’ плоскость, уравнен!е которой 


Ах -- Су В: + О = 0, 


, 


а за новую плоскость 22’ плоскость съ уравненемъ 
Ру Е В! = 0; 


эти двф плоскости не параллельны между собою, такъ какъ коэф- 
фищенть А, по услов!ю, отличенъ отъ нуля; за третью координатную 
плоскость примемъ какую-либо изъ непараллельвыхъ съ ними пло- 
скостей; формулы преобразованя координатъ будутъ (см. $ 28.) 


х'=й (Аж Су-- Ве + О). ИК (2 у -2Еа-- ВН), 


ГгДЪ Й и А опредЪленныя постоянныя числа. 
Уравнене (483) въ координатахъ (х’, у’) приметъ видъ 


и представляетъ, какъ мы уже знаемъ, нараболичесяй цилиндръ, обра- 
зующя котораго параллельны новой оси 2-овъ. , 

319. Пусть теперь въ уравнени (482) хоть одинъ изъ коэффи- 
щентовъ В’, С’, А’ не равенъ нулю. Мы всегда можемъ предположить, 
что отличенъ отъ нуля коэффищентъ при квадрат одной изъ неиз- 
вЪстныхъ, ибо если-бы В'—0, С—0О и 4’ 0, то, вводя вмЪфсто у их 
новыя координаты у’, г’ по формуламъ 


у=у |->, ау 
мы преобразовали бы членъ 24'у2 къ виду 
2" (4—2); 


такимъ образомъ, въ новыхъ координатахъ уравнене наше заключало. 
бы квадратъ координаты у’. 
Итакъ, полагая, что В’ +0, представимъ уравнеше (482) въ видЪ. 
ь а А' Е' 
(Аж Су-.Виг + В В ( Ну 29-2 ку 


+ Са--2Ее- Но... ..... . (484) 
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Въ послЪднемъ уравнении дополнимъ до полнаго квадрата члены, 
заключаюние у, для чего необходимо прибавить и вычесть по 


1 
(А № 
рее, 


Тогда, какъ нетрудно видфть, уравнене (484) приметъ видъ 


: д’ Е" \з 
(есь вич ру [у фе в) 


+ Се 0 д. (485) 
ГДЪ 
А" А’Е ‹ р 7? 


ии РЕ р, 


Положимъ, что въ уравнени (485) С” = #" — Н" ==0; тогда это 
уравнеше будеть эквивалентно двумъ уравненямъ 


а Е. и) =0 


в А’ Е’ 
- А+ СВ руб в (› Г —ы в) =0, 


представляющим 06 пересъкаюцияся плоскости; притомъ, ‘сли В’ >> 0, 
то эти плоскости миимы, если же В’ < 0, по ошь дъйствительны. 

320. Пусть лалфе С" = Е" 0, а Н' +0. За новыя координатныя 
плоскости Уи х'г примемъ плоскости 


Л’ р’ 
Ах + Су В= + р —=0. и -|- ут = -|- ре 


а за плоскость х’у’ какую-либо непараллельную имъ плоскость; фор- 
мулы преобразования будутъ Е 


, ; А’ |/\ 
2-Й (+ Су Ве ЕР), уе *( Уи} 


уравнен!е поверхности въ новыхъ координатахъ приметъ видъ 


д.2 . Б’у" , 
в Р-в ЕН=0 


и представляетъ при В' >> 0 и Н" >> 0 мнимый цилиидрь, при В' > 0и 


А. П. ПШЕБОРСКЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРУЯ. 25. 
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Н" < 0 оллиитическй цилиндр». и, наконецъ, при В'<0 и Н +0 
зиперболическй нилиндрь. ы 

321. Положимъ теперь, что С”-=0, а Ё"{ 0. Примемъ за новыя 
координатныя плоскости 92’, 2’2', х'у’ соотвЪтственно плоскости 


А+ бут Вет В = 0, 


я | |’ Е м 
и еа- —=0 ...-..... . (86 
т ы (486) 
Ор" -- ИН" = 0. 


Плоскости эти могутъ быть приняты за координатныя плоскости, 
такь какъь он пересъкаются въ одной конечной точкЪ; послЪднее 
вытекаеть изъ того, что уравнен!я (486) имфютъ конечныя рЪшения от- 
носительно (<, у, 2). 

Формулы преобразован!я буду:ъ 


= А (Аа Су НВ + 0), 


п’! Е' 
У =Ё УЕ а }. 
В’  В' 


ии (2. ЕН", 


гдф №, К 9 опредфленныя постоянныя. Уравнеше (1485) въ новыхъ 
координатахъ приметъ видъ 


1 Е? И — 


въ зависимости отъ того, будетъ ли В’ 0 или же №’ < 0, оно пред- 
ставить мманитичееый или аниерболичевкй параболоидз. 

322. Пусть теперь въ уравнен!и (485) коэффищенть С" отличенъ 
отъ нуля; тогда, дополняя до полнаго квадрата члены С’ + 22, 


В 
для чего нужно прибавить и вычесть по „, напишемъ наше ура- 


внене въ видЪ 


(Ах + Су Вз + РВ и а 2+ — ) аЕ 
р >‘ 


и 


+++) +0 И. 
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Введемъ новую систему координатъ, принявши за новыя пло- 
скости /’:’, +':” и ту соотвЪтственно плоскости 


АС в ВЕ = 0, 


у я Е) 
В' В 
Ее = 0. 
в 


Эти плоскости могутъ быть приняты за координатныя плоскости, 
такъ какъ онф пересЪфкаются въ одной точкЪ. 
Формулы преобразован!я имфютъ видъ 


д’ 


| 


й (Аж + Су Ве В), 


Ка | 


| 


ТДЪ Й, А, 4 опредЪленныя постоянныя. 
Уравнен!е (487) въ новыхъ координатахъ напишется слЪдующимъ 
образомъ: х 


2 Г ИЕ: (": "> 


| Е + И} ==0. 
р |? 2 


ПослЪднее уравнене представляетъ центральную поверхность, 
родъ которой опредфлится по данной нами выше таблицЪ. 

323. До сихъ поръ мы предполагали, что по крайней мфрЪ одинъ 
изъ коэффишентовь при квадратахъ неизвфстныхъь отличенъ отъ 
нуля. Какъ же нужно поступить въ случа, когда всф эти коэф- 
фищенты равны пулю, т. е. когда уравнене имЪфетъ видъ 


2Сжу | 21 хе Е Ау 2х + Зву 2: + Н— 0? 


Если коэффищентъ С, == 0, тогда вводимъ вмЪсто хи у новыя 
координаты хи у’ го формуламъ 


ища Ни, = и; 
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‚ при этой замфнЪ уравнене наше приметъ видъ 

20153 — 20? + 2Сугу + Бы" - Ау + 8х 
+2Ву Е 2Р" + Н, =0, 


т. е. приводится къ изслФдованному нами виду. 
Такимъ образомъ, вопросъ объ опредЪлени рода поверхности 
2-го порядка по ея уравненю нами рЪшенъ вполнЪ. 


УравнеНя касательныхъ плоскостей и нормалей къ 
поверхности 2-го порядка. 


324. Изь общей теор!и поверхностей 2-го порядка знаемъ, что 
если поверхность задана уравненшемъ 


1 (5, 9, 2) 7 0, 


то уравнене касательной плоскости къ этой поверхности, проведен- 
ной Въ точкЪ (:1,/1.21) этой поверхности, таково: 


д } 0 
д ии ей 0... (488) 


= 


а уравненя нормали въ той же точкЪ, въ случаЪ прямоугольной 
системы координатъ, таковы: 


| пм. я. . (489% 


Предположимъ, что уравнения нашихъ поверхностей приведены 
къ простЪьйшей форм$ и отнесены притомъ къ прямоугольнымъ ко- 
ординатамъ, и разсмотримъ какую форму будутъ имЪть въ этомъ 
случаЪ уравнен!я (488) и (489). 

Пусть имфемъ уравнене эллиптическаго или гиперболическаго 
цилиндра 


ГДЪ ==-1. Замфчая, что 


1 2 7 2 % _ 


0 @’ О 6 В. 
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напишемъ уравнен1е (488) въ видЪ 


ее. .: а? =(? 


Иы 2 
Ей У = ОА = (490) 
Такъ какъ точка (,у,2,) лежитъ на цилиндрЪ, то, слфдова- 
тельно, имфемъ тождество 


д.2 


и? те 
и: в 


въ силу котораго уравнене касательной плоск сти ` (490) напишется 
въ вид 


м а 
+ еб 1 ==20); 


Уравнен!я нормали будутъ, очевидно, 


х ых У #*—®; 
м т 0 ° 
а? "в? 
Жля параболическаго цилиндра 
Ая? + 2Еу = 0 


уравнен1е касательной плоскости приметъ видъ 
Атух -- Ку - Ах? —- Ку, — 0, 


или, въ силу тождества Ах? == — Ру, 


Аня + Ву + у) = 0 


Уравнен!я нормали, очевидно, таковы: 


Переходимъ къ центральнымъ поверхностямъ 


з 


- 


и? =? а 
Уравнеше касательной плоскости приметь видъ 


о шо 
а? 20? ^ в162 а 26? вис? з 
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въ силу тождества 


я и, 512 

а У ПЕ вы] 

в 5? 0 

оно преобразуется въ слЪдующее: 

хх у Е 

Е. + У Е м: 1—0. 
и? 50° 2162 

Уравней!я нормали таковы: 

С м Е, ЗЕ 
т Ыл 21 
а? =Ь? =1с? 


Въ случаЪ конуса, т.е. въ случаЪ, когда уравнен!е поверхности 
имЪетъ видъ 


2 Е. „2 
не се = 0, 


а? 6: 6? 


д 


получимъ уравнене касательной плоскости въ видЪ 


2 У 21 0 
5 > А. 


- а? 2 6? 


Изъ послЪдняго уравненя видимъ, что оно становится неопре- 
дЪфленнымъ, когда 


7 — 8}. 1 = 0, 21 = 0, 


т. е. когда точка (х1, у:,21) представляеть вершину конуса. 

Точка какой-либо поверхности, въ которой касательная плоскость 
становится неопредЪленной носить назван!е особой точки. Такимъ 
образомъ, вершина конуса представляетъ особую точку. 

Мы не будемъ останавливаться на выводЪ уравненя касательной 
плоскости къ параболоиду 


Уравнен!е это, какъ нетрудно видФть, ‘гаково 


г М Ра. 


а? 26? 62 


0, 
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а, слЪдовательно, уравненйя нормали будутъ 


ик р 


Е Ут 


и? =? 62` 


Въ заключен!е предлагаемъ читателю найти уравненя описаиныхь 
конусовь и цилиндровь и псимптотическить конусовь для каждой по- 
верхности. 


Главныя Даметральныя плоскости поверхностей 2-го 
порядка. 


325, Главными даметральными плоскостями поверхности 2-го 
порядка мы называемъ д!аметральныя плоскости, которыя дЪлятъ по- 
поламъ перпендикулярныя къ нимъ хорды. 

Направленя этихъ хордъ носятъ назване главныхь направлении. 

Посмотримъ, имфетъ-ли всякая поверхность 2-го порядка главныя 
Даметральныя плоскости и, если имфетъ, то сколько. 

Для простоты вычисленй предположимъ, что оси коорлинатъ, 
къ которымъ мы относимъ уравнене поверхности, прямоугольны. 

Пусть уравнен!е поверхности будетъ 


Г (7, 1,2) = А -- Бу? + С? + 2 лу + 2Ву хз + ЗАуг 


АРЕНЕ Е 4 д. В. (190 - 
Уравнеше д!аметральной плоскости, сопряженной съ хорлой 
. [ Е Г 
и >. № АРЬЕ . (492) 
1 т И) 
будетъ 
) 2й й 
Ра ыы ей 2 (493) 
09а ду 0: 


Мы можемъ ‚предположить, что |)т,п представляють соз’ы 
угловъ, составляемыхт хордой (492) соотвЪтственно съ осями х у, =; 
при этомъ предположен!и они связаны соотношешемъ 


оо с 
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Пусть уравнеше (493), которое въ раскрытой формф можетъ 
быть написано въ видЪ 


«ГА тС, | пВу)х + (С, + тВ + в Ау + (В, тА, + ®С)2 -- 
оля ом ое о (495) 


прёдставляетъ главную д!аметральную плоскость. 

Тогда плоскость (495) и прямая (492) должны быть взаимно 
перпендикулярны, а, слЪфдовательно, 1, т, п должны удовлетворять 
кромф соотношеня (494) услошямъ перпендикулярности прямой и 
плоскости, именно 


ТА тС, | В, =, 
С: + т В + пА, = рт, горе + 5008 
Ин-та РвС = мь 


гдЪ р множитель пропорцюнальности. 

Уравненя (496) совмЪ$стно съ уравненемъ (494) и должны слу- 
жить для опредфленя неизвЪсныхъ Г, ”, п; р. 

Напишемъ уравненя (496) въ видЪ 


1 (А — 0) + жб(, + В, —=0, : 
т (Вр +я4, =0,... .. (497) 
1В, + тА. +в (С—р)=0; 

изъ первыхъ двухъ имЪемъ 


1 
- Е п ВЫ, НН бы. с. 498} 
4:С; — В, (В— 0) ВС: — АКА -5) (А—р) (Вр) — С, 
подставляя въ послёднее изъ уравнений (497) вмЪсто 1, м, п числа, 
имъ пропорщональныя, именно числа, стоящя въ знаменателяхъ въ 
(498), послЪ несложныхъ вычисленй найдемъ 


(р--4) ©— В) р— ©) — 4," (р— 4) — Вр — В) — 
— С1*6-- © —2А,В.С, =0....... 4499) 


Уравнен!е это, служащее для опредфлешя неизвЪстной р, третьей 
степени, а, слфдовательно, всегда иметь по крайней м5рЪ одинъ 
дЪйствительный корень. 
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Пусть корни его будутъ в, 2», р.. Всли подставить какой-либо 
корень въ уравнен!я (498), то, составляя производную пропорцю и 
пользуясь соотношенемъ (494), найдемъ, что 


{ и и 


А.С, — В (В 6. ВуС -- А, (А-В С 
Ив р 
_ Ут Г Уа+еть 


ГДЪ черезъ а, 3, у обозначены для краткости 


«— 4: С, — В(В- 2, В= ВС, — А, (А 576), 1==(4А -6) (В — 2) — (С. 


Изъ (500) опредълимъ значеня т, п, соотвЪтствующия данному 
корню в. 

Такъ какъ дЪйствительному значеню р соотв$тствуютъ дЪйстви- 
тельныя значеня 7, т, и, то всякая поверхность 2-го порядка имЪетъ 
хотя одно главное направлене. 

Если бы уравнеше (499) имъло комплексные корни, то соотвЪт- 
ствующия значен!я [, т, п были бы тоже комплексны. 


325. Покажемъ, что уравнеше (499) не можеть имъть компле- 
ксныхъ корней. 


ДЬйствительно, пусть оно имЪетъ какой-либо комплексный корень 
== 3. -- 23,; 
пусть соотвфтствующя ему значеня [, т, и будуть 
ом, ‘ть + йы, п=Уу-а.. 


Подставляя эти значення въ уравнения (497) и приравнивая 
дЪйствительныя и мнимыя части, получимъ, съ одной стороны, 


АА -- Сь- Вуз — А, 
. Сы -- Вы Ау = — эщ, ..... (501) 
6,7 -|- Аль + Сум, 
а, съ другой, 
Ан -- Сы Вим = 34, 4 34, 
Ср Е Вы А = В... о. (502) 
Ви + Ав + С = эм №5, 


394 


Умножая равенства (501) соотвфтственно на Х,, и, у, и складывая 
ихъ, получимъ 


АЖ + С, (0, ы + В, М, + №) + Вы +: 4, (и д ли = 
9 (А, Е шы м) — з (12 Ны? + м7); ... . . . (503) 


умножая теперь равенства (502) соотвЪтственно на 7, в, у и складывая 
ихъ. получимъ : 


АМА + С; (ыы) + Ву (а + м) 1 Выь + А, (у Гм) Е Су = 
ЗА, Камы Кул) а (ШУ) ...... 604) 


Такь какъ лфвыя части равенствъ (503) и (504) одинаковы, то, 
вычитая (503), изъ (504), найдемъ 
и Ну АН в | 92) = 
ПослЪднее равенство можетъ имЪть мЪсто или, когда 
а а Вт у? = 0 
или, когда . 
2 == 0. 


Но при первомъ предположени имЪемъ 


АЕ = У А, = 1 == У, = 0, 


а это невозможно, такъ какъ тогда одновременно р т, в равнялись 
бы нулю,. что, какъ извЪстно, невозможно. 

Итакъ з, =0. но тогда, значитъ, о==э, т. е, р представляеть дЪй- 
ствительное число, точно такъ-же, какъ и’ числа [, т, и, опредЪляемыя 
изъ (500). | 

Итакь, уравиеше (499) имтьеть веть корни дыйзивительные. 

Корни эти могуть быть различны между собою, два изъ нихъ 
могутъ быть равны между собою, или, наконецъ, всЪ они могутъ 
быть равны между собою. 

327. Покажемъ, что, если ‚о два различные корня уравиечя 1499), 
о  соотаьтотвующая имъ направлемя (пит) и (Бить. нь) взвимно 
перпендикулярны. 

Подставляя в, /, т, п, въ уравненшя (496), имЪемъ тождественно 


АЦ Ст + Ви = в, 
С - Ви + Ат = ит, ... . о. (505) 


В - А\вь - Си, = от. 
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Подставляя въ тЪ же уравнешя (496) о,, [,, т, п», имЪемъ тож- 
дественно 


2 


А - Сита 2 Виз = 95, 


- 


С, Ви, + Ау == ть 506} 
В + Ать т Снь = ть. 


Умножая равенства (505) соотвЪтственно на 4[5, ж,, пь`и скл алывая, 
получимъ 


АН С (ть + Ит-) + Б: (п Инь) + Втии. + А, (иша + тт.) + 
3+ Спи. == (В тина Ри); 4... (507 


точно такимъ же образомъ, умножая равенства (506) соотвЪтственно 
на 1, тп: и складывая, найлемъ 


АБЫ + С, (т. ьт, + В, бы Ни) | Втуть 
-Р 2: (ить Е ти.) + Сны = р» (ВЫ тать + вп). . (508) 


Замфчая. что лЪвыя части (507) и (508) равны, и вычитая (507) 
изъ (508), получимъ 


(9 —5-) (Пти, ни) = 0. 
откуда, такъ какъ о, —р» не равно нулю, 


И + тут ить = 0, 
а это услове перпендикулярности наиравлешй (тут) и (15, ть, из). 
Итакъ, ссяв уриеноие (499) имтетъь три различныть корня, то 
соотвьтстбвующая  повертность имьеть три злавныхь взанмно-перпендику- 
яярныть направлаия. 
328. Допустимъ тсперь, что уравиеше (499) имЪеть два равныхъ 
корня в =0.. а трей его корень отл? нихъ отличенъ. 

-—` Казалось бы, что тогда двумъ равнымъ корнямъ будутъ соотвфт- 
ствовать два одинаковыхъ направлевшя (!, ии, ”), (1. то, на), по мы 
покажемт, что для о-= м -=-0р. уравненя (497) сведутся къ одному и 
что, слЪдовательно, двойному корню р, соотвЪтствуеть безчисленное 
множество направленй, среди которыхъ можно будетъ выбрать без- 
численными способами два взаимно перпендикулярныхъ направлешя 
(Пу, т) м (15. о, п2); каждое изъ этихъ направлен!й будетъ перпенди- 
кулярно кь направлешю (Т,т., п}, соотвЪтствующему корню оз. 
Послфднее утвержден вытекаетъ изъ предыдущаго, такъ какъ 0... 
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Итакъ, предполагая, что 5, = и что 34 и. покажемъ, что 
при р— р: три ураниия (497) сполится кь одному, что, очевидно, воз- 
можно лишь тогда, когда коэффишенты въ нихъ пропорщональны, 
т. е. когда 


Ам __С, В, 


С! В > в у А: . 
(508) 
А — мы __ С, В 
а а о ° 
Обращаясь къ уравнен!ю (499), напишемъ его въ видъ 
| р г==0,.,..... 69) 
тдЪ, какъ легко видЪть, 
#— (АВС), 94=АВ-{ АС-- ВС - 4,? — В, — С}, 
р (511) 


г = АВС— А;?А -- ВВ — С +-2А,В,С. 


Съ другой стороны, если р,, ра, сз корни уравнешя (510), то имЪ- 
емъ тождество 


9 — р фт (В в) (р-р) @— вн) = 
2 (и (5162 рб + раз) р—внозбь, 
а нотому 
и + ра + рз = р, ртоы -Е 0 0203 = 4, 15208 — Г. . о, (512) 


Допустимъ теперь, что (ш==р» тогда первыя два соотношен!я 
(512) обратятся въ сльдующи; 


Же = р, ри? + 26103 = 9; 


исключая изъ нихъ р, получимъ квадратное уравнене, которому 
удовлетворяетъ двойной корень р, уравнения (504), 


Зо — рр, + 9-0. 


Подставляя сюда вмЪсто ри 4 ихъ значешя (511), напишемъ 
р } 
это уравнене такъ 


За" —2 (А+ В+ 0) и-+ АВ-- АС- ВС-- 4.2 — ВЕ — 6—0, 
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Это уравнене можно еще нацисать иначе, именно 
Гр — м (А +В-АВ— С] + [12 — (А+ (1+ АО В+ 
+ {2,2 —- р, (В+ С) + ВС — А,?| = 0, 
илн, послф простыхъ преобразований, 
Г: 4) (р:-- В) — СЁ] + [6 —4) и—©— В+ 
-- [($, — В) &—@рЪ- Аи] ы=0....... (53) 


| Теперь покажемъ, что всЪ три выраженя, стояшёя въ скобкахъ. 
равны нулю. ДЪйствительно, допустимъ, что они не равны нулю; 
тогда покажемъ, что вс они должны имФть одинъ и тотъ же знакъ, 
что невозможно, такъ какъ тогфа ихъ сумма не могла бы равняться: 
нулю. 

Чтобы доказать только-что высказанное положен, замЪтимъ, 
что р, есть корень уравнен!е (499), а потому имфемъ тождественно 


(1—4) (1— В) (и— 0) — Афр, — 4) — В? и—В— 
— (1? (р, — © —2А,В,С, = 0. 
Умножая это тождество на р, — С, напишемъ его такъ: 
(1—4) ,-—-С).и—В и—©— Аз в—4) (и--6)— 
— В, (и— В) ( —О-—С? (в — (2 — 2А. В.С; (и — С) =0; 
прибавляя и вычитая по 4,?В,?, имфемъ 


® — 4) ©- -0 9 6-9 —41-—вФ-Вы 9+ 
-- А.В, — [С:? (ру — С++ 2А, ВС, (,— С) + А?В,] = 0, 


или, наконецъ, 
[ (м - Ар — С) —8 [(.-—В) (р =0) а А1?] =[ С, (м — < А, 12.514). 


Отсюда ВИДИМЪ, что 
(и —.4) (р, — С) — Ви, (р, — В) (м — С) — А 


одного и того-жо знака. 
«Совершенно аналогичнымъ образомъ докажемъ, что и 


(1 —4) („ — В) — (1? 


должно быть того-же знака. 
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Итакъ, всЪ эти три числа или-нули или числа одного и того-же 
знака, а такъ какъ ихъ сумма равна нулю на основанйи (513), то, 
слЪдовательно, они всЪ равны нулю. 


Итакъ, 
(и — 4) (и — В) — С? =0, (и — 4) (:— С) — В =0, 
: (-- В) а = де... ом 
или, что то же, 
Ак об, Я м. у 
Ва в бы и Ср—ы 


Какъ легко видфть изъ (514), если имфютъ мБсто эти соотно- 
шеня, то имфетъ мЪсто и соотношен? 


С (2 С С) - А.В, = 0 в ‚ . (а (517) 


точно такъ же, какь и два аналогичных соотношен]я, получаемыхъ 
изъ (517) круговой перестановкой буквъ 4, 2, С, именно 


А, (51 == А) -- В.С, == 0, В (51 НЕ В) -|- СА, =— 0. ._ о (518) 
Соотношешя (517) и (518) можемъ написать въ формЪ 


2 Абв В, Вы _С (519) 
Е В о 


Сопоставляя теперь соотношения (516) и (519), имЪфемъ 


Абв @ _ В 
С у и И д. ? 

А— в в _^ В . 
В 2 Св | 


1 . 


а это, какъ мы видфли выше, показываетъ, что два уравнения (497) 
при в —, =, представляютъ слЪдствйя перваго изъ нихъ. 

Такимъ образомъ, если уравнене (499) имфетъ двойной корень 
р=и, то для опредЪленя соотвфтствующихъ коэффишентовъ (р т, ®) 
имЪемъ 0ва уравненя 


(А— 1+ Ст- Ви=0, : 
т? | 2 — 1; 


слЪдовательно, для корня р, имфемъ безчисленное множество системъ 
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рЬшен!й относительно (|, т, ”). Возьмемъ какую-либо изъ нихъЪ 
{1 , ть, п). 

Тогда всегда можно будетъ подобрать систему (Ь, т», п) рЪше- 
н!й, для которой 


п -- явы -- папа = 0; 
1 11 1 ’ 
дЪйствительно, (., и», п» долж.ы удовлетворять услонямъ 
ти = 
(Дю) 6 ЕОы Г Вл =0, (дз 090 
11, Е типо + ить — 0. 
„Изъь послЪднихъ двухъ уравненй, имемъ 


[2 71. п. 


Си, гы Вт ВИ (А в) о’ (А 21} — а, | 


Обозначая чёрезъь о, В, 1 числа, стоящия въ знаменателяхъ, со- 
<ставимъ производную пропорщю; тогда, пользуясь первымъ изъ со- 
отношений (520), найдемъ 


__ Сим — Вы _ „. —_ Варя 
в? ь + И 32 - 2’ 


`` па (Ав) т — Си, 


ОИ жет. 


Такимъ образомъ, и здЪсь найдемъ три взаимно перпендику- 
лярныхъ сопряженныхъь направленя: (1, ии, п,) и (1, т», п), соотв®т- 
ствующя двойному корню ри, и направлене (1, т, яз), соотвЪтствую- 
щее корню ›.. . | ь 

329. Переходимъ, наконецъ. къ случаю, когда уравнеше (499) 
имЪетъ тройной корень, т. е. когда № ^ 92—83 : 


Полагая въ соотношевяхъ (512) и) - 2 == р», ПОЛУЧИМЪ 


з 


=> 


Зы ==р, Зы =4, а =ЕТ. 
> ь ь 
Исключая ИЗЪ первыхъ двухЪ соотношений в, находимЪъ, что ‘тогда 


39 — р? = 0. 
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Нодставимъ значеня (511) для 9 и р; тогда можемъ написать 
послЪднее соотношене въ видЪ 


ЗАВ + ЗАС-- ЗВС — ЗА, — ЗВ, 34.2 — 42 — Ве — 6% — 
—2АВ— 2АС—ЭВС—0, 


ИЛИ г | 
42 -|- В -|- С#— АВ— АС— ВС ЗА? + 382-|-3С 2—0, 


или, наконецъ, въ видЪ 


— ь 2 НЗ 
2 (= О (75° +2 Е и ы + 34:2 Г ЗВ? + ЗС 0. 


ПослЪднее соотношен!е можеть имфть мЪсто только ‘тогда, когда 


А—В=0 В 6—0 С—4=0 АННО 


Но эти услоыя показываютъ, что уравнене нашей поверхности 
(491) обращается въ слЪдующее: 
А (р) +202 + Н— р 


а это уравнеше шара ($ 283), въ которомь имЪемъ безчисленное: 
множество системъ изъ трехъ взаимно-перпендикулярныхъ и сопря- 
женныхъ даметральныхъ плоскостей. 

330. Обратимь еще внимане на сл5дующее обстоятельство; 
если какой-либо изъ корней уравнен1я (499), положимъ р; равень 0, 
то тогда уравненше даметральной плоскости, соотвфтствующей этому 
корню, обратится въ | 

БОЕ Два (521) 

Если число, стоящее въ ЛЬвой части (521) отлично отъ нуля, то. 
уравнене (521) представляетъ безконечно-удаленную плоскость. 

Если два друпе корня ри, в» отличны отъ пуля, то имъ соотвЪт- 
ствуютъ двЪ не безконечно-удаленныя д1аметральныя плоскости. 

° Точка пересфченя этихъ плоскостей съ безконечно-удаленной 
аметральной плоскостью, т. е. центръ поверхности въ этомъ случаЪ 
лежитъ на безконечности, т. е. поверхность наша —повертиость без 
центра. 
| Если два корня равны нулю, то тогда двЪ д1аметральныя пло- 
скости представляютъ безконечно-удаленную плоскость, слЪдовательно. 
прямая пересЪчення ея ск не безконечно удаленной д1аметральной 
плоскостью лежитъ на безконечности. Поверхность наша- представитъ, 
очевидно, параболическй цилиндръ. ` 
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Наконецъ, если всф три корня равны нулю, то поверхность бу- 
детъ имЪть плоскость центровъ, каковой будетъ служить безконечно- 
удаленная плоскость. 

Нетрудно видфть, что тогда поверхность наша будетъ прелдста- 
влять совокупность двухъ плоскостей: безконечно-удаленной и какой- 
либо другой плоскости. 

ВсЪ эти результаты, полученные нами изъ геометрическихъ со- 
ображенй, мы получимъ далфе при помощи анализа. ЗамЪтимъ еще 
что случай, когда при рз—0 число 


Р.- Ет. + Ги, 


равно нулю, разсмотримъ дальше. 


Приведен!е уравненйй 2-го порядка къ каноническому виду 


331. Какъ мы только что показали, для всякой поверхности 2-го 
порядка всегда существуютъ, по крайней мЪрЪ, три взаимно-сопряжен- 
ныя, взаимно-перпендикулярныя направлен!я, такъ называемыя злавныя 
направлен!я. 

Если предположимъ, что уравнене разсматриваемой поверхности 
по отношению къ нЪкоторой прямоугольной системф координать будетъ 


Г (т, 9, 2) = Аз? Бу? + (2? + 20ту + ЭВ, 12 + Але + 
20 + 2Еу+ 282 + Н=0, ...... (522) 


то эти главныя направленя характеризуются тремя системами соз’овъ 
1, т, т), (1, т». п>), (1, ть, п.), гдЪ 1; предетавляетъ соз угла, 
образованнаго соотвфтствующимъ направлешемъ ‘съ положительнымъ 
направлешемъ оси 2-овЪ, т;—с0$ угла, образованнаго тмъ же напра- 
влешемъ съ положительнымъ направлевемъ оси /-овъ, и п;—-с0$ угла 
съ положительнымъ направлешемъ оси 2-овъ, 
Эти соз’ы опредфляются изъ условй 
АЕ Ст; + Виз = вЫ, 
СЕ - Вт + Ат =, ..... (523) 
Ви; + Ат + Оп; = о; п; 
р; - т?; + я?; —= 
((=1, 2, 3), 
гдЪ р; корень уравнен!я (499). 
А. П. ПШЕБОРСКЙ. АНАЛНТИЧ. ГЕОМЕТРИЯ. 26 
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Такъ какъ два какихъ-либо направлешя (1; тьн,;), (1, т» и;) 
взаимно перпендикулярны, то 
рт; т; т; п; == 0. 
Не измЪняя теперь начала координатъ, повернемъ оси коорди- 


натъ такимъ образомъ, чтобы онЪ имфли главныя направлемя. 
Формулы преобразован!я координатъ будутъ (см. $ 245) 


рейх В ВЕ, 
уж ту т, ..... . (6524) 
2 = ту тг. 
Подставляя эти значешя =, у,2 въ уравнене (522), преоэразуемь 
его въ слЪдующее: 
(АЦ? -Р Ви? + Си? + Ст + Вим + ЗА тт) 3 +- 
+ (42 + Вт? -+ Сп? 2СИ»т, + ЗВЫть + ЗАтьть) у 
-- (АБ + Вт? - Сп? - 2, т 2В и  ЗАти,) #2 й 
+ 2 [^Ш. + Втт,--Снать + С, (Цть + т} + В, (Ив + в) + 
+ А, (вить + пт, ху + 2 [А - Вит. + Св. 
+ С, бт, + т) В, (ъ, Ешь) + А, авт, г пт) 2’ 
+ о [А + Втьт. + Спи, 4 С, т, + т.) + В, (п. Е п2;) + 
+ А, (вм + пьт,)] ух Е 2 (РЫ + Еш, -- Ев) я + 
(ЛЬ Е Ет. + Еп-) у + 2 (БЫ - Ет | Рк.) = ЕН = 0. . (525) 
Вычислешя коэффищентовъ производятся здфсь просто. 
Дъйствительно, умножая первыя три равенства (523) соотвЪт- 


ственно на /;, т;,н, и складывая, получимъ послЪ приведенйй подоб- 
ныхъь членовЪ | 


АЕ Ви, | Ст; + 2СИр т, + 26; тр + ЗА итп: = ре (В, те; + и); 


Лавая здЪсь 7 значеня 1, 2, 3, очевидно, въ лЪвой части полу- | 
чимъ коэффищенты при =”, у", =? въ уравнени (525); такимъ обра- 
зомъ, коэффишенты эти соотвЪтственно равны в, р», 9з. 

Если теперь умножимъ тЪ же равенства (523) соотвЪтственно на. 


|, ту, пу, гДЪ ] отлично отъ 7, и сложимъ ихъ, то получамъ 
А+ Втут; + Сщиз + С: (т; + т) В (т в) + 


+ А, (т;п; + тут; == 5 (6 + т;т; + тп). 
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Полагая здЪсь # = 1, ;-=9 или { — 1, 7=3 или, наконепъ, #0. 
7==3, въ ЛЪвой части получимъ коэффищенты при 2’, д’е', = вЪ 
уравнен!и (525). Но такъ, какъ въ силу перпендикулярности любыхъ 
двухъ направлен! (/;, т, п;) и (рут, п;) имъемъ 


[. 1; + 777; и 5 7; п; — 0, 


то отсюда заключаемъ, что всф эти коэффищенты равны нулю. 


Итакъ, послЪ нашего преобразован!я уравнеше (522) преобразуется 
въ уравнеше 


Вт, у, г) == ря? -- ру Вр | 2 Ну Рино . (526). 


332. Въ случаЪ, когда ни одно изъ чисель ру, р», р» не равно 
нулю, поверхность (526) представляетъ центральную поверхность, 
центръ которой находится въ точкЪ (а, Ь, ©), для которой 


ОР а = 0, - И + В, 
} 
Е =0 У каза 00 


Перенося начало координатъ въ центръ, т. е. полагая 
д — ах, О Вр, 


найдемъ уравиеме центральной зоверлиюетн, линевениое къ злавиымь 
Этаметримь 


Гы ОН о Бо ое Вэ? -|- рае? == 
с рые 1 ром? - г? 4 Ы, = В < а село (528) 

ГД ИИ -= (а, 6, 6). 

Если Н, = 0, т, е. если центрь лежитъ на самой поверхности, 
уравнение (528) представляетъ конусъ. 

Если же Н,40, то въ зависимости отъ знаковъ ри, р», оз, ОНО 
представляеть эллинсоидъ или же одинъ изъ гиперболоидовъ (см. $ 315). 

Если р: == р», то уравнене наше приводится къ виду 


В (9 9) + р? + И, = 0 


и представляетъ поверхность вращешя около оси 5-овъ. 


Если всЪ три числа 2,, 2», р. равны между собою, уравненше наше 
представляеть шаръ. 
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333. Допустимъ теперь, что одинз изъ корней, напримЪръ рз, ра- 
венъ 0, т. е. что уравнене (526) таково: 


(и, 9, г’) = ра? | ру? + 2Бх +28 у + 2Е + Н=0, . . (529) 
гдЪ. (см. урав. 525) 
Г—= О + Вт + Ен, В = П.- Ет. + Ен, РГР, = ВЫ Ев + т Е 


Мы видимъ, что, когда Ё,—0, уравненше (529) представляеть 
цилиндръ, эллиптическй или гиперболичесюй, въ зависимости отъ 
того, будетъ-ли кривая, сотвфтствующая вь плоскости ту уравнению 


рая 2 ру + 2Рх' + 2Е\у' + Н=0. 


эллипсомъ или гиперболой. Первое будетъ имфть мЪсто при > 0, 
второе при р:р› <0. ЗамЪтимъ, что здЪсь мы разсмотр$ли вопросъ, 
затронутый въ концЪ $ 330. 

Если положимъ теперь, что въ уравненйи (529) число №, 4 0, то 
всегда сможемъ привести это уравнене къ виду 


ь 122 - 65? + 2Ре=0. ... .. . . (65380) 
ДФйствительно, полагая въ уравневши (529) 


я’ -= ат, и =Ь и, 2 —е-е, 


найдемъ 


| (ах, Бу с += (а +2) р» + У т2Р; (ата 
Е, и+Ь-2Е РОН =0. 
или 
ра? Е ру? +2 (ла + иж +2 (26+ В)у + 2Еы + 
+ ра? + рэб? + 2Р:а - 2Е® + 2ЕР.е + Н=о0 


Выбирая а, 6, с такъ, чтобы 
р1а + р! — 0, 026 + Е — 0, 2Е:с + р1а2 + рб? + 2Га + ЗЕ - Н=- 0, 


мы и приведемъ уравнене наше къ виду (530). : 
Посл$днее уравнене представляетъ или эллиптичесюй или 
гиперболическй параболоидъ въ зависимости отъ того, будетъ-ли 
рр» > 0 или ри < 0. 
Если р; =р», то уравнене наше представить эллиптическй пара- 
болоидъ вращения. 
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334. Наконець, пусть два числа р2 И рз равны нулю. Тогда ура-. 
внене (526) имЪетъ видъ 


ия? 2Вх -- 28 у + 2Е.2 + Н — 0; ... (53 


ЗдЪсь мы пишемъ для удобства (=, у, =) вмЪсто (я, у, =’). 

Уравнене это, какъ нетрудно видЪть, представляеть параболи-` 
чесый цилиндръ, если въ немъ не равны одновременно нулю коэф- 
фищенты №, и №. Если же эти коэффищенты равны нулю, то ура- 


внеше (531) представляеть пару плоскостей, параллельныхъ пло- 
скости уг. | 


‚ Полагая, что Р, { 0 введемъ вмЪсто (+, у, 2) новыя прямоуголь- 
ныя координаты 


7-я а, у= у сова — = х, 2 У зт а +2’ соза-- с, 


а это преобразоване сводится къ перемфщенйю начала координать въ 
точку (а, 6, с) и повороту осей у ина уголъ а. 

Уравнене (531) послЪ. этого преобразованя приводится къ виду 

ра"? -- 2 (та + 1)" + 2 (Е\соз а + Ета) у’ — 
--2 (Е, та — А, с05 а) 2’ ра? + 2Ее + Н-=0. . г ы (532) 

Если теперь выберемъ ‘а, с, а такъ, чтобы 

пар, = 0, Г эт о— Е, 05% 0, на? + 2Ре | Н =0, 
что всегда возможно, такъ какъ по условию 1 и Ё, отличны отъ нуля, 
то при этихъ значеняхъ а, с, а уравнене (532) обращается въ 


о о Иру — 0, 


ГДЪ р=-(Ё, с05а+ К, зта), а это уравнен!е параболическаго цилиндра 


СЪченйя поверхностей 2-го порядка плоскостями. 


335. Докажемъ слБдующую теорему: вел нилиндрь 240 порндка 
зерестьаенея любой плоспостью иль по дву прямым», илц по конинескому 
съченно одиою и тою же рода, п. е. либо только по эллийеачь, либо 
только по сппорболамь либо только по параболимз. : 

Дъйствительно, уравнене любого эллиптическаго или гипербо- 
лическаго цилиндра можно написать въ видЪ 


Дай -- ПР Н=0,....... 4533) 
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причемъ для эллиптическаго цилиндра АВ>0, для гиперболиче- 
скаго АВ < 0. 


При пересЪчени любой плоскостью, параллельной оси 2-ОВЪ, 
т. е. плоскостью 


. аа: -|- Ву --1=0... .... (6534) 


получимъ дв прямыя, параллельныя оси 2-овъ, уравненя которыхъ 
найдемъ, рЪшая уравненя (533) и (534) относительно жи у. 
Пусть теперь имфетъ какую-либо плоскость 


ла: Поз в 6) 


не параллельную оси 2-овъ. Въ ея уравнен!и (535) коэффищентъ т 
отличенъ отъ нуля. 

Примемъ эту плоскость за новую плоскость я’ у’, а прежня пло- 
СКОСТИ х2 и уг соотвЪтственно за плоскости л" —`и У’:', тогда формулы 
преобразован:я координатъ будуть (см. 3 282) 

2’ == у, У =, Я (Ни ),. .. (536) 


. 


гдЪ 1, №9 постеянныя, зависящя отъ угловъ, образованныхь но. ` 
выми осями координатъ между собою. Такимъ образомъ, въ первыхъь 
двухъ формулахъ (536) при измфнени положеня плоскости сфчевшя 
будуть измфняться числа Ви К. 

Уравнене (533) по отношеню къ новымъ координатамъ будетъ 


Въ плосковти х’у’ т. е. въ плоскости сфчешя это уравнеше пред- 
ставляетъ уравнеше разсматриваемаго сфчения. Очевидно, что родъ 
сфченя не зависить отъ чиселъ Пи, такъ какъ знакь опре- 
ДЪлЯяюЩ родъ сфчен!я, тождественъ со знакомъ АВ, каковы бы ни 
были числа Л и й, т. е. какова бы ни была плоскость сЪчен!я. 

Итакъ, въ пересьчени с5 любыми плоскостями, не параллельными 
образующимь цилиндри, цилиндрь 2-0 порядка давть коничесыя съе- 
зал однозо и тозо же рода. р 

Аналогичнымъ образомъ доказывается теорема и для параболи- 
ческаго цилиндра, уравнеше котораго можеть быть всегда приведено. 
къ виду 


41? -|- 2Ву = 0. 
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Останавливаться на доказательствЪ ея мы не будемъ. 
336. Переходимъ къ разсмотрфню боле общей задачи; найти 
200% кривой пересъчешн повержноети. 


Де + Ву С + 2Сху + 2 Вх 2А уг + 


Рио у Ее РН =0 ...... 6 
сё плоскостью 
иж | Ви -- 12 8—=0. ....... (538) 


Задачу эту можно свести къ предыдущей. 

Дъйствительно, исключая изъ уравненйя (537) при помощи (588) 
одну изъ координатъ, положимъ ©, если 1 40, или другую какую- 
. либо координату, найдемъ уравнен!е цилиндра, проходящаго черезъ 
разсматриваемую кривую и проектирующаго эту кривую на одну изъ 
координатныхъ плоскостей. 

Такимъ образомъ, разсматриваемая кривая представляетъ, сЪче- 
н!е этого проектирующаго цилиндра плоскостью (538). На основани 
предыдущаго, опредфливши родъ цилиндра, опредфлимьъ и родъ 
нашего сфчен!я. 


Круговыя сЪфченйя поверхностей 2-го порядка. 


337. Разсмотримъ теперь вопросъ о хруювыхь съченмяжь поверх- 
ностей 2-го порядка. 

Докажемъ слЪдующую теорему: сели уравнеше поверхности 3-ю 
порядка по отношентю къ ипкоторой  прямопольной  системь  коордн- 


нано молсна предетавениь 8 вид 
\ 
А =) + (0х Е Ву +12) (их Ву па) вх уу Ре 18 =0. (539) 


ад ЛХ, а, В, Тр а, В, 11, № % В 6 поетолиныя чиела, то поверхность 
наша имъеть, по крайней апьрь, двъь системы крювыхь съченй, 

Въ самомъ дДЪлЪ, допустимъ, что уравнене поверхности, отне- 
сенное къ н$Ъкоторой прямоугольной системЪ, можно представить въ 
видЪ (539). 

Если а=В=1-=0 или в ==8 =1, =0, то уравнеше (539) 
представляетъь шаръ, и теорема наша доказана, ибо всякое плоское 
сфчене шара представляетъ кругъ. 

Пусть теперь не всЪ числа а, В, т или оз, В, 11 равны .нулю. 

Разсмотримъ сфчеше нашей поверхности (539) одной изъ пло- 
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скостей 
ал + Ву Е 12 =, ВУ 112 =, .. . . (40) 


гдЪ Ни Е какя-угодно вещественныя числа. 

Уравнен!я сфченя нашей поверхности съ первой изъ плоскостей 
(540), т. е. уравнене (539) и первое изъ уравненй (540) можно за- 
мЪнить эквивалентными съ ними уравненями 


ах -Е Ву + 12 =. 
Х (22-Е у? | 2?) + А (1х + Зи 112) + вх + зу ле 4 = 0. 


Послфднее изъ этихь уравневйЙ при всевозможныхъ значеняхъ 
# представляеть шаръ, а первое плоскость; такимъ образомъ, совм$- 
стно эти уравнешя представляютъ кругъ. 

Совершенно аналогичнымъ образомъ убЪждаемся. что сфченя 
нашей поверхности (539) второй изъ плоскостей (540) тоже предста- 
вляеть кругъ. 

Такимъ образомъ, теорема доказана 

Если а=а,. В=3, Т==1и, ТО 06% системы плоскостей (540) 
совпадаютъ и, слфдовательно, совпадаютъ 0бЪ системы круговыхъ 
сфченйй поверхности. 

Замфтимъ, что разсматриваемыя круговыя сфченя могутъ быть 
какъ дЪйствительными, такъ и мнимыми. Мы будемъ разсматривать 
въ дальнЪйшемъ только дЪйствительныя круговыя сфченя. 

338. Какъь мы видфли, уравнен!е всякой поверхности 2-го порядка 
при соотвЪтственномъ выборф прямоугольныхъ осей координатъ можно 
привести къ одному изъ видовъ 


Аз? + ВСР =0..... 6. 
Аа? Ву ОЕ: —0..,..... (549) 


Разсмотримъ уравмене центральной поверхности (541) и изслЪ- 
дуемъ, можно-ли его привести къ виду (539). 
Если 


8 С; 
то уравнеше (541) представляеть шаръ, и всякое плоское сёчеше его 


будетъ кругомъ. 
Положимъ. теперь, что 


д. 
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а С отлично отъ нихъ; тогда уравнене (541) представляетъ поверх- 
ность вращен!я около оси 2. 
Это уравненве можно представить въ этомъ случаЪ въ вид 


Аае+ур+ 2) + (С- дДаЬ= о, 


а это есть частный случай вида (539), когда 


АА, реа = 8-20, += 1—0 А 8 


Плоскости круговыхъ сфчен!й. параллельны плоскости 2 == 0, т. е. 
перпендикулярны къ оси 2. 

Если всЪ коэффищенты 4, В, С различны, то тогда, не нару- 
шая общности, можемЪъ положить, что - р 


о о: 


Въ этомъ предположени напишемъ уравнене (541) въ видЪ 


В+”) + (АВ) г (В ОР+р=0 
или 


Сравнивая это уравнене съ уравненемъ (539), находимъ, что 
плоскости, параллельныя плоскостямъ ° . 


я Ул—-в-++УИв-—-09-— 0, 


я ИУА- В—-гУВ == 


пересфкаютъ нашу поверхность по кругамъ. 

Такъ какъ по условшю (543) А —-ВЪ0и В СЪ 0, то объ 
системы плоскостей, параллельныхъ плоскостямъ (544), дЪйствительны. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ заключеню, что на осякой 
центральной  повертности 9-90 порндка нитется двь системы круо-. 
выть съченйй, причемь ити системы совпадають между собою въ случатъ, кода 
разсматриваемая поверхность представляеть поверхноень вращенгя. 

339. Для примЪра найдемъ круговыя с5чешя двуполаго гипер-‘ 
бодоида 


(544) 


й * -— — — 1—0, 


причемъ положимъ, что В > с. 
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Вь данномъ случаЪ кооэффищенты 


й 


1 1 
Ди Е С— — = 


а2' 62, К 


удовлетворяютъ услошямъ А>В>0, а потому имЪфемъ дв системы 
плоскостей, пересфкающихъ разсматриваемую поверхность по кругамъ; 
этими плоскостями являются плоскости, параллельныя одной изъ 
плоскостей. 


«Ув? ие Е у№-- се ж Ув ля. Ув —е _ 0 


[2 [8 п ТЯ 


Если разсмотримъ однополый гиперболоидъ 


— 
— 
— 


Е В = Сама 155) 


удовлетворяютъ условямъ 
В>А>С, 


слЪдовательно, здЪсь роли осей х и у, а также коэффищентовь Аи В 
мЪняются, а потому уравненя плоскостей, которымъ параллельны 
плоскости круговыхъ сЪчешй будуть 


ИВА И 0, 


уИВ-- Ау А- С ==0. 


< 


или, въ силу (539) 


у ры И 42 ‚ Уа? - её _ О) 9 а 6 _ т Ре ее 
[ 


Предоставляемъ самому читателю найти круговыя сЪчешя осталь- - 
ныхъ центральныхъ поверхностей 2-го порядка. 

340. Разсмотримъ теперь какую-либо поверхность, не имфющую 
центра, 
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При соотвЪтствующемъ выбор прямоугольныхъ осей координатъ, 
уравнен!е ея можно привести къ виду` ° 


ат =- В 20; до, аз 360540) 


Когда въ уравнени (546) одинъ изъ коэффищентовь А или В 
равенъ нулю, то это уравнен!е представляетъ параболическй цилиндръ, 
а, слЪдовательно, всЪ его плоскя сфченя будутъ параболами или 
прямыми; круговыхъ сфченй онъ имЪть не можетъ. 

Докажемъ, что и гиперболическй параболоидъ тоже не имъетъ 
`круговыхъ сфченй. | 

Если мы пересфчемъ его какой-либо плоскостью, параллельной 
оси 2-овъ, т. е. плоскостью у= о-в, то чтобы опредфлить родъ этого 
сфчешя, мы должны опредфлить родъ кривой (см. $ 336) 


(А В?) 1? | 2 Вади --2 Ре -| В3е — 0, 


въ плоскости“хег, а эта кривая парабола. 

Разсмотримъ теперь пересфчене нашего гиперболическаго пара- 
болоида съ плоскостями, не параллельнымъ оси г-овъ. ‚т. е. съ пло- 
скостями 


= аж + ВУ 1... . . . (647) 


‚ Для опредЪленшя рода сфчешя исключаемъ изъ уравненй (546) 
и (547) координату 2, тогда получимъ 


42? -- Ву --2Е (ая Ут) =0. . . . (548) 


Такъ какъ для гиперболическаго параболоила АВ> 0, то ура- 
внеше (548) въ илоскости ту представляетъ гиперболическую кривую. 

Итакъ, гиперболичесый параболоидъ не можеть имЪть круговыхъ 
сфченйй, е 
Переходимъ къ разсмотрЬню эллиптическаго параболоила. 

- Въ немь АВ>0, а потому, не нарушая общности, можемъ 

предположитъ, что 4 и В положительны. 

Если Л -= В, то разсматриваемый параболоилъ представляетъ па- 
раболоидъ вращеня 


АС и?) +2Ег —0, 


и сфченя его плоскостями 2 —а будутъ кругами. 
Положимъ теперь, что А >> В, тогда уравнене нашего параболо- 
ида можно нанисать въ видЪ 


Ва 22) -- (А. В) 2? — В+ Е -=0 


, 
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или, такъ какъ по условю А-В>0и В>0, 
В(е-ру2) + @УА— В+ ИВ) Ул— в — УВ +ЭЕ, = 0; 


откуда видимъ на основаши $ 338, что круговыя сфчешя получатся 
при пересфчен!и эллиптическаго пораболоида плоскостями, параллель- 
ными плоскостямъ - 


«Ил — в ИУВ-0, «Ул В-:УВ-о. . 549) 


Если бы было В > ЛА>0, то круговыя сЪченя получились бы 
при пересфчени нашего параболоида плоскостями, параллельными 
плоскостямъ 


ИВ -А+ЕИА 0, ИВ д — Ул -=0. 


341. Чтобы покончить съ круговыми сфчеями, замтимъ, что. 


точки какой-либо поверхности 2-го порядка, въ которыхъ касатель- 
ныя плоскости къ поверхности параллельны плоскостямъ круго- 


выхъ сЪченй, носятъ назван!е круювыль точекъ, омбиликь — или омби- 
янкальныхь точекь. 


Найдемъ координаты этихъ круговыхъ точекъ; полагая, что въ 
уравнен!и центральной поверхности 


Лаз + Ву Сл О =0 и: с в (550) 


коэффишенты удовлетворяютъ соотношен!ю 


С: 


имЪемъ, что плоскости круговыхъ’ сфченЁй будутъ параллельны пло- 
скостямъ (544). 


Пусть (1, у, 21) координаты какой либо круговой точки. Каса- 
тельная плоскость въ этой точкф имЪетъ уравнене 


Ак: (х —л1) + Ви (у —у:) + Са (2 — 21) == 0. 


Такъ какъ эта плоскость, по услов!ю, параллельна, допустимъ, 
первой изъ плоскостей (544), то 


ре. ыы Ву С 
ИА--В 0 ИВС 
’ откуда й 
ас Е 
м — 0, 21 = ЕЕ 
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такъ какъ точка (2, И, 21) лежитъ на поверхности, то, подставляя 
въ уравнеше (550) эти значеня у; и 21, найдемъ 


ны 
симв о 
откуда имБемъ 
— 5 
ыы ре з 
ПТИ АВА 
а потому | 
А — РВ -— 0) 


3 РА. «ие ЗИ 
р ЕЛ 
Аналогичнымъ образомъ найдемъ еще пару омбиликъ, раз- 
сматривая точки касаНя касательныхъ плоскостей, параллельныхъ 
другой плоскости (544). 
Обозначимь черезь (@, т, С) и (6, ч» >) значеня найден. 


ныхъ нами координатъ (я1, у. 21), взятыхъ соотвфтственно съ верхними 
и нижними знаками; такъ какъ 


3 + Е — 0, т + 2 = 0, т + С. =— 0, 


то прямая, соединяющая двЪ круговыя“чточки ны, #1) и (5, та, 32) 
проходитъ черезъ центръ, т. е. представляетъ даметръ. 

Нетрудно показать, что этотъ даметръ сопряженъ съ первой 
изъ даметральныхъ плоскостей (544). 

342. Перейдемъь къ опредьленю круговыхъ точекъ эллиптиче- 


скаго параболоида 
Ал? -- Вуз + 2Ег —=0. 


Если (т, у, 21) координаты крутовой точки, и если А > ВБ, то 
касательная плоскость 


Ат, (р — 21) + Ви (уф) Рег =0... (550 


должна быть параллельна одной изъ плоскостей (549) а потому, 
напримЪръ, 


а Ви К 
ай у» 
откуда 
_ ИЯ В — 
= АИЕ” 1 = 0, 


а слЪдовательно, 
| В а КА-—В) 
те = = ——- 
2Е 2аВ 


$14 


Другую круговую точку найдемъ изъ условя, что касательная 
плоскость (546` параллельна плоскости 


фе А-В” — И В = 0. 


Вычислен1я предоставляемъ произвести самому читателю. 


Линейчатыя поверхности 2-го погядка. 


343. Линейчатыми поверхностями называются поверхности, образо- 
ваннныя перемъщеншемъ прямой въ пространств$. Изъ наиболфе про- 
стыхъ линейчатыхъ поверхностей укажемъ на коничесюя и цилиндри- 
ческя поверхности. Первыя изъ нихъ образованы движеншемъ прямой, 
проходящей черезъ неподвижную точку, вторыя —перемфщенемъ 
прямой параллельно самой себЪ. 

344. При изслЪдовани вида поверхностей 2-го порядка мы нашли, 
что на однополомъ гиперболоидЪ и на гиперболическомъ параболоидЪ 
можно начертить прямыя. Покажемъ, что на этихъ двухъ поверх“ 
ностяхъ лежитъ „безчисценное , множество прямыхъ и что онф пред- 
ставляютъ линейчаты“ поверхности. 

Предварительвдидокажемъ слЪдующую важную теорему. ` 

Есль уравнене какой либо эзоверхности №- степени можеть 
быть представле о въ видъь 


ге. а =, о... . о. (552) 


д а, В, 2, З, нькоторые миоочлены 1% степени  отнавительно 
координат у 


а—=Аж-Ё Ву СЁ Ь, и = Ав Выу +-Сие -- Р.., 
В аа” | 17 -- Ву -- С! р, ` 81 = Ах -- В.у + Са + р., 


мо ни соотвьыиствующей поверхиостиь лежать двъ системы прямыхть 
лини. 


Въ самомъ дфлЪ, пусть (2, у, 2) представляютъ координаты какой 
либо точки 1, удовлетворяющя уравненямъ 


ов = р о оон а 
$ 


гдЪ й какая угодно постоянная. Подставляя въ уравненя (553) коорди- 
наты точки М, получимъ два тождества. Если таперь переможимъ 
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эти два тождества; то получимъ новое тождество 
ХВ — 41 в. 


Итакъ, координаты всякой точки удовлетворяюцщя уравненямъ 
4553), удовлетворяютъ и уравнентю (552). Такъ какъ уравневя (553), 
какъ уравненя 1-й степени, представляютъ прямую, то отсюда слФдуетъ, 
что любая точка прямой (553) лежитъ на поверхности (552), слВдо- 
вательно, вся прямая (553) лежитъ на поверхности (552). Измфняя 1 
отъ— © до--® получимъ безчисленное множество прямыхъ, лежащихъ 
на разсматриваемой поверхности. 

Точно такимъ же образомъ докажемъ, что на поверхности (552) 
лежатъ и всЪ прямыя, уравненшя которыхъ 


а— АЗ, = ал оао) 34554) 


гдф постоянная Ё можеть принимать всевозможныя значеня отъ— о 
до о. 

345. Докажемъ теперь, что казюдая изз прямыхг (558) перестъкаеть 
хаждую изь прямыжь (554). Для этого намъ достаточно показать, что 
при любыхъ значешяхь й и # двЪф соотвфтстенныя прямыя (553) и 
{550) лежатъ въ одной плоскости. 

Мы знаемъ, что умножая уравнен!я (558) на два какихъ-либо 
постоянныхъ множителя и складывая ихъ, мы получимъ уравнене 
плоскости, проходящей чсрезъ прямую (553). Умножая второе изъ 
этихъ уравнен!й на АА и складывая съ первымъ, получимъ уравнене 
млоскости, проходящей черезъ прямую (553) | 


ИВ Во-во. з (555) 


Точно такъ же, умножая второе изъ уравнешй `(554) на и 
<кладывая съ первымъ, найдемъ уравнеше н$которой плоскости, 
проходящей черезъ прямую (554). именно 


ОАО И о. ооо 0 


Такь какъ уравненя (555) и (556) тождественны, то отсюда 
заключаемъ о справедливости нашего утвержден. 

346. Покажемъ теперь, что деь прлмыя одной н той же системы 
не переспкаются. 

ДъЪйствительно, возьмемъ двЪ каня-либо прямыя одной и той 
же системы: 
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а = й а, в — № ООО ОО ЕВА (557) 
#1 
и 
т и 
й> 


гдЪ № и №, очевидно, различны между собою. 

Если эти прямыя пересфкаются, то координаты точки ихъ пере- 
съченя (хо, У» 20) удовлетворяютъ, какъ уравнешямъ (557), такъ и 
уравнешямъ (558). 

Обозначимъ черезъ «©, ВО, а ©, В© числовыя значешя много- 
членовъ а, В, а,, В,, когда МЫ ВЪ НИХЪ ПОЛОЖИМЪ х == 2%, И == У, 2 ==20; 
тогда получимъ тождества 


(0) 
а(0) — в о: ©, 89 — В ыы . 
м в 
© 
(0 — Г 19, вю — ЫЙ х 
Г 


Отсюда, дфля почленно эти тождества, найдемъ 


или 
Г — #2, - 


что противорЗчитъ предположен!ю, что прямыя (557) и (558) различны. 
347. Въ частномъ случаЪ одинъ изъ полиномовъ а, В, в, 8, 
можетъ обратиться въ постоянную. Пусть, напримЪръ, полиномъ В, 
обращается въ постоянную а. Уравнен!е поверхности (552) принимаетъ. 

ВИДЪ 
Ва ус са в 659) 


По предыдущему заключаемъ, что иа поверхности (559) лежатъ 
двз системы прямыхъ. 


аа с. 660 


а — йа, Г поле ох. Зое ро МОЕ 
|. 


гд йи К могуть принимать какя-угодно значеня отъ — со до -|- о. 
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<. ы а 
При измЪнени # плоскость В —= Е будетъ перемфщаться параллельно 


самой себЪ, точно такъ же, какъ и плоскость а = Ка при измнени К. 
Такъ какъ прямыя (560) лежать въ соотвфтственныхъь плоскостяхъ 


О = о прямыя (561) въ соотвЪтственныхъ” плоскостяхъ а = Ка, то 
й с 
отсюда заключаемъ, что, если уравиеме поверхности 2-10 порядка можеть 


быть приведено къ виду (559), то на этой поверхности лежать двъ 
системы прямых, из5 которыхь прямых одной системы параллельны 
плоскости В —= 0, а прнмыя друюй параллельны плоскости а = 0. 

348. Такимъ образомъ, чтобы показать, что на какой-либо поверх- 
ности 2-го порядка лежатъ двЪ системы дЪйствительныхь прямыхъ, ' 
нужно попытаться представить эти уравнен!я въ одной изъ формъ 
(552) или (559), гдЪ всЪ полиномы а, В, в, 8, должны имЪть дЪйстви- 
тельные коэффищенты. 

Возьмемъ, напримфръ, уравнеше однополаго гиперболоида 


2 22 ы 
а? ро 62 02 


: церт. 165. 
А. И. ПШЕБОРСКЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРИЯ. 21. 
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откуда заключаемъ, что на однополомъ гиперболоидф лежатъ двЪ 


системы прямыхъ; уравнен!я первой системы таковы: 
Ва Е И еы 
а О , (1+3). а с _Й (1 ь), 
а уравненая 2-й 
Е Е 2: И. ыы Мы 
о. (1 }, а нЕ (1+ |). 


Мы уже знаемъ, что прямыя различныхъь системъ пересфкаются 
между собою, а прямыя одной и той же системы не пересфкаются. 
349. Переходимъ къ гиперболическому параболоиду 


2 у 295 
а о 


2 ° 
Уравнеше его мы можемъ представить въ видЪ 
ЕВ 9у\ 22 
а ь а ее 


-откуда на основан и общей теор!и заключаемъ, что на разсматривае- 
мой поверхности лежатъ двЪ системы прямыхъ; уравнен!я первой 


системы 
я ЕЯ у 2 
о вай Е А Зы Иа 
а Ь а ь сей 
а уравнен1я второй 
х 2 2% х у 2 
2 и и =. = я 520, 
а Ь Г а в Г. 


Прямыя первой: системы параллельны плоскости 


28 ый С 
прямыя второй параллельны плоскости „ Ав: 


что и въ этомъ случаЪ прямыя одной и той же 


Легко показать, 
это вытекаеть изъ того, что онЪ 


системы не пересЪкаются; 
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а 
М 


ххх 


черт. 166. 


лежатъ въ параллельныхъ плоскостяхъ. 

Аналогичнымъ образомъ можно найти уравненя прямолинейныхъ 
образующихъ цилиндра и конуса 2-го порядка. Что касается осталь- 
ныхъ поверхностей 2-го порядка, то на нихъ не лежатъ прямыя, въ 
чемъ можно убЪдиться изслЪдуя ихъ уравнения. ` 


ГЛАВА Х! 


Образоване нЁёкоторыхъ поверхностей 


350. Пусть имЪемъ два уравненя между координатами 1, Ч, 2, 
заключаюция еще перем$нный параметръ я 


Генуе 0 оце а) =-0 . . . «009 


При всякомъ данномз значеши х уравненя (562) представляютъ 
нЪфкоторую кривую. Если же мы будемъ давать 2 всевозможныя зна- 
ченя, то уравнения (562) представятъ тахъ называемое — семейство 
хриныльв. 

Исключая изъ (562) параметръ а, получимъ нфкоторое уравнен!е 
между х, у, # 

РЕ зы. ‹ 0 


Такимъ образомъ видимъ, что координаты любой точки, лежащей 
на любой кривой натею семейства, удовлетворяють' уравиеню (563). Но 
уравнеше (563) представляеть уравнен!е нфкоторой поверхности, а по- 
тому приходимъ къ сл5Блующему заключенйю. Геометрическимь мъетомь 
кривыхь какою-либо семейства лвляется поверхность, уравнеше которой по- 
лучимь, исключая изь уравненй семейства параметрь. | 

351. Обобщимъ н$Ъсколько этотъ процессъ образованя поверхно- 
стей. ПоложимЪъ, что имфемъ два уравненя между координатами х, у, 2, 
заключающя и параметровъ 91, в, . - «ол 


Ё (ху, 21,9, . . ап) == 0, ф (х, у, г, ара», . . ап) =0. . . (564) 


Предположимъ кромЪ того, что между этими параметрами суще- 
ствуеть и—1 какихъ-либо зависимостей, 


%1 (91,42. . „ап) =0, 022 (91,5%, . . оп) =0, .., юи(аьа», . .,ап)=0... (565) 


При данных» значеняхъ параметровъ уравнешя (564) представля- 
ютъ опредфленную кривую, при перем$нныхъ же значевяхъ парамет- 
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ровъ они представляютъ сисТему различныхъ кривыхъ. Исключая изъ 
п--1 уравнен!й (564) и (565) п параметровъ 2, я, ...4и, получимъ 
зависимость межлу координатами т, у, 2, 


Рио ......... (560) 


Отсюда, какъ и въ предыдущемъ случаЪ, заключаемъ, что зеометри- 
ческимь мюстомь системы кривыхь (564) служить поверхпость (566), 3 урав- 
неше которой получ‘ется путемь ‘исключешя параметровь изь уравненй 
564) и (565). й 
352. Если бы. между п параметрами, входящими въ уравненя 
{564) было р < „—1 зависимостей 


% (94, 4... - Ян) ==0, > (21, 4», .. ап)=0, . Фр (21, @». . чп)==0,. (567) 


то, какъ нетрудно видЪть, черезь любую точку пространства можно 
было бы провести кривыя нашей системы. ДЪйствительно, если (х, м, 2) 
будуть координаты какой-либо точки пространства, то, подставляя ихъ 
въ уравнения (564), получимъ для опредЪленя параметровъ крив ыхъ, 
проходящихъ черезъ эту гочку 2 уравненйя (564) и р уравневй (567) 
т. е. всего р+2 < п-1+9=и+1. Такъ какъ число уравненйй не. боль- 
ше числа параметровъ, то эти уравнен!я, вообще, допускаютъ, конечное 
‚или безконечное число рВшешй относительно ди, &.. .. ол. Такимъ 
образомъ, черезь любую точку пространства въ этомъ случаЪ прохо- 
дить конечное или безконечное число кривыхъ нашей системы; “г: 

Если бы между п параметрами существовало ® зависимостей, то, 
исключая параметры сперва изъ уравневшй (564) и п-1 первых»: зави- 
симостей, мы получимъь одно уравнен!е, связывающее координаты 
х, у, :; исключая же и параметровъ изъ уравнений (564) и *--1 какихъ 
либо другихъ зависимостей, въ число которыхъ входитъ 'послфднняя: 
зависимость между параметрами, получимъ еще одно уравнен между 
т, у, 2. Такимъ образомъ, въ разсматриваемомъь случаЪъ координаты 
любой точки на любой кривой системы (564) удовлетворяютъ ди 
уравненшямъ 


Рж, у, ==, $ (2, у, 2)=0, . . . о. (568) 


другими словами, если п параметров связины п зависилостя, м, 3110. 860: 
метрическимь мъстомь кривыхь пашей системы будеть кривая (968). 

353. Замфтимъ слфдующее. Если имфемъ въ пространствЪ .двф 
кривыя, уравнения которыхъ будетъ соотвЪтственно 
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(ау, г) 50, $ (ву, 2) =0, (се: - (569) 
| (>, У, 2) == 0, $1 (=, у, 2) = 0, ее Са, Сао (570) 


то эти кривыя, вообще, не пересВкаются. ДЪйствительно, чтобы найти 
точки пересфченя нашихъ кривыхъ, намъ нужно было бы рЬшить 
совмЪстно уравненйя (569) и (570) т. е. четыре уравненя съ тремя не- 
извфстными, что, вообще, невозможно. 

Предположимъ. что имфемъ нфкоторую систему кривыхъ, урав- 
неня которой зависятъ отъ и параметровъ 


(т, И, 2,91, 29, . . би) =0, (ху, 2,1, 4, .. %)=0. . (571) 
и нЬкоторую опредълениую кривую 
№ (г, 9. =) =0, $(т, 1,2) = 0... (572) 


Нетрудно видЪть, что если веь кривыя нашей системы (571) 
должны пересфкать кривую (572), то между параметрами а, а», -. “п 
должна существовать опредёленная зависимость. 

Дъйствительно, для любой системы значенй нашихъ параметровъ 
должны существовать тая значеня х, у, г, которыя удовлетзоряютъ 
уравненямъ (571) и (572). Поэтому, исключая изъ этихъ четырехь урав- 
ненй при координаты х, у, 2, мы и получимъ нЪкоторую зависимость 
между нашими параметрами. } 

Игакъ, если все кривыя системы (571) пересЪкаютъ кривую 
(572), то между параметрами “1, <», . . “@» существуетъ уравнеше, ко- 
торое получимъ, исключая +, 7, @ ИЗЪ уравневшй (571) и (572). 

354. Докажемъ теперь слздующую важную теорему. Если веь кри- 
выя которой системы кривыл, уравиетя которыть (571) заключають ив 
параметровь, переспкають пт- 1 опредъленныхь  неподвижныхь кривыть, 
уравнешя которызъ 


| Рив =0,  Убур=о,. ... 679) 
(Е; зоне = 


то зеометрическимь мтотомь кривыхь пиашей ‘системы будеть иткоторая 
поверхность. Въ самомъ дЪлЪ, услоше, что всф кривыя (571) пере- 
сЪкаютъ одну изъ кривыхъ (573), дасть намъ одно уравнене между 
параметрами. а такъ какъ всф кривыя нашей системы -должны пере- 
сфкать по условю я—1 данныхь кривыхъ, то мы получимъ между 
параметрами п—1 уравненй. Отсюда, на основан!и теоремы, 
доказанной въ $ 351 мы и заключаемъь 0 вфрности выска- 
занной нами теоремы. Замфтимъ, что кривыя системы, т, ©. 
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кривыя, въ уравненя которыхъ входятъь перем$нные параметры, 
носятъ назван!е образующихь кривыть, а неподвижныя кривыя, пере- 
сфкаемыя всфми образующими кривыми, носятъ назван!е направляющихь 
кривых. 

355. Примфнимъь наши обиия соображемя къ рЪфшеню ряда 
частныхъ задачъ. Найдемъ уравнеше цилиндрическихь поверхностей, т. е. 
такихъ поверхностей, которыя образованы движешемъ прямой, 
остающейся параллельной самой себЪ и опирающейся постоянно на 
нфкоторую данную кривую. Данная кривая, очевидно, представляетъ 
направляющую, а движущаяся прямая— образующую. 

Уравнен!я образующихъ можемъ написать въ видЪ 


ж==та фа, и==12--а,. .. . . . (574) 
а уравненя направляющей въ видЪ 
ЕР(%, 9,2) =0,  (2,9,2) =0. .. . . (575). 


Такъ какъ образующая прямая перемфщается параллельно самой 
<себЪ, то въ уравненяхъ (574) величины т и п имфютъ постоянныя 
значен1я, аа, и я, являются перемЪнными параметрами. Чтобы найти 
зависимость между этими параметрами, исключаемъ ах, у, 2 изъ 
уравненйй (574) и (575); тогда получимъ зависимость между с; и а 


(о) (“, с ) Е. 0. . = о . а . . . (576) 


Теперь, чтобы получить уравнене цилиндрической поверхности 
опредфляемъ <; и 4“ изъ (574) и вставляемъ ихъ значеня въ уравнене 
(576), тогда и получимъ уравнене искомаго цилиндра 


® (к—т2, у—п2) =0. ...... `(577) 


356. Найдемъ уравнен!е хоническижь поверхностей, т. е. поверх- 
ностей образованныхъь движешемъ прямой, проходящей черезъ дан- 
ную точку (а, Ь, в) и опирающейся на данную направляющую 


Рая =0 ф (м, у, 2)=0. . . . (578) 
Уравнен!е образующей можемъ написать въ видЪ 
х —-а= а: (2 — 0), у—6—а, (2 —с),. (579) 


ГДЪ и, @ перемЪнные параметры. 


Исключая т, у, 2 изъ уравненйй (578) и (579, найдемъ зависи- 
мость между з, и 9. вида 


(Ч, @,) = 0... 680 


424 


Опредфляя а; и а, изъ уравнений (579) и подставляя въ уравнеше 
(580), получимъ уравнен!е искомой конической поверхности въ видЪ 


—а у 
(= )-о по 


з -—-е 8—с 


357. Рьшимъ теперь такую задачу. Даны три кривыя уравне- 
ами, 


Е (%, у, 2) = 0 94 (%, 9, 2) = 0. . (682) 
@ 19.3) 


Найти уравнение линейчатой повертности, образованной движен;еиь 
прямой, опирающейся ча эти три данныя иривыя. Обния уравнешя 
прямой можемъ написать въ видЪ 


а ео... о (583) 


они заключаютъ четыре параметра 1, 42, ав, а. Исключая изъ урав- 
неншй (583) и уравненй каждой изъ трехъ направляющихъ (582) коор- 
динаты х, у, 2 получимъ три зависимости между параметрами 


гм, (1, Чо, @:,.@.) =0, в (сл, а», а, а!) = 0, оз (си, а», а., = 0. (584) 


Исключая теперь изъ ияти уравнен!й (583) и (584) четыре пара- 
метра, получимъ уравнене искомой линейчатой поверхности. 

358. Познакомимся еще съ интересными линейчатыми поверхно- 
ностями, называемыми коноидами. | 


Он образованы — движешемъ прямой, опирающейся на данную 
прямую и данную кривую и движущейся параллельно данной пло- 
скости. 
`` Пусть уравневя данной прямой и данной кривой (направляю- 
щихъ) будуть 
ыы я == те + и, У: +4. ...... 685) 
Е (2, у, 2) — 0, ф (2, 9,2) =0, .... (586) 

г 
а уравненя данной плоскости 


Аа ВУ 0 =0 о . (587) 
Пусть уравненя образующей будутъ 
Бр | Я—е 2+ а,, аа (588) 


еДЪ. всВ «: перемфнные параметры. 
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Услове пересфченя образующей и.прямой (585) будетъь > 


„ 


ит бп. 


— Е (589) 
аз —Р 4 Ч > 
Услове параллельности образующей и `плоскости (587) 
да Ва, уста 60 


Наконецъ, исключая изъ (586) и (588) координаты 1, 9, 2, полу- 
чимъ услов!е перес5ченйя нашихъ образующихъ съ кривой (586) въ видЪ 


5 (6,05, а, а) =0 ..... . (59 


Исключая теперь 4 параметра изъ пяти уравнешй (588), (589), 
(590) и (591), найдемъ уравнеше коноидальной поверхности. 

Въ видф примфра разсмотримъ, сл5дующую задачу. 

Найти уравнеме коноидальной поверхности, образованной движетемь 


прямой, скользящей по оси 28-065 и по эллитеу 


Е. 2 22 
а г 


ль 4-00 


‚ # параллельной плоскости ху. 
Уравневшя образующихъ, какъ параллельныхъ плоскости ху и 


пересфкающихъ ось 2-овъ, будутъ 


Я ара, ЗИ 2. о. © а 988 


Исключая а; и в, изъ (592) и (593), получимъ ‘услове пересЪче- 
ня образующихъ съ нашей направляющей; оно будетъь 


м ++ И 1 р. з . С з . У (594) 


Исключая теперь параметры изъ уравненйй (593) и (594), найдемъ 
‘искомое уравнеше коноида 


359. Ели предположимъ, что прямая при своемъ движен/и остается 
‚ параллельной н$фкоторой плоскости и въ то же время опирается на 
двЪ направляюця кривыя, то получимъ поверхность называемую чи- 
линдроидомз. 
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Какъ найти ея уравнен1е, предоставляемъ р$шить читателю. 

360. Въ заключен!е дадимъ выводъ общаго уравнен!я поверхно-` 
стей вращеня, образуемыхъ вращенемъ данной кривой около данной 
оси. ” 

Пусть данная кривая будетъ Е 


Е. (в. )=0, 9 (@,у,8)=0, .... 65) 


а данная ось вращен!я 


. (596) 


Предположимъ для простоты, что оси координатъ прямоугольны. 

Нетрудно видфть, что искомая поверхность вращеня можеть 
быть разсмазриваема, какъ образованная движен1емъ круга, ии$ющаго 
центръ на оси вращешя, лежащаго въ плоскости, перпендикулярной 
къ оси вращеня и скользящаго по кривой (596). Уравнениями ука- 
_ заннаго круга, какъ нетрудно видфть, будутъ уравнен!я 


1+ ту пе + = 0, (и — @ + (и В)? (#— 6)? — в2=0 . . . (597) 


Дъйствительно, первое изъ этихь уравнейй при любомъ значеши 
параметра а, будеть уравненемъ плоскости, перпендикулярной къ оси 
вращеня, а второе при произвольномъ я› уравнемъ шара съ центромъ 
въ точкЪ (а, 6, с) оси вращеня. 

Услове пересфченя круга (597) съ кривой (595) получимъ, 
исключая х, у, 2 изъ уравневй (595) и (597); оно будетъ вида 


фе) = 0... + - (698) 


и“ . 
Исключая теперь ‘и а, изъ (597) и (598), получимъ уравнене 
повержноети вращенея около данной оси въ вид 


о [#-- ту "г, У а (у *-+(2—9 ] =0. . (599) 


Въ частномъ случаф, если за ось вращен!я принята ось #-овъ, 
тогда 


{Е-й==0, а—=ф=6—=0 
и уравнене наше приметъ видъ 


$ № И +] =0. 
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Полагая здфсь у==0, найдемъ уравненя мерид1ана нашей по- 
верхности, т. е. сфчешя ея плоскостью, проходящей черезъ ось враще- 
ня; оно будетъ . 

у — 0, Ф (2, т) =0 


Частнымъ случаемъ нашей задачи будетъ такая. 


Найти уравнене поверхности, полученной отз вращетя около оси, 
2-06% плоской кривой, лежащей въ плоскости хе т. е. представляющей ме- 
ридйань. Пусть уравнен1я меридлана будутъ 


О Г: Зоо. 00 


Въ данномъ случаЪ плоскости образующихъ круговъ перпендикулярны 
къ оси 2-овъ и уравнен!я ихъ будутъ 
2—0, а У" — а,2—0. ... . . (601) 


+ 


Исключая я, у, 2 изъ уравненйй (600) и (601), получимъ уравнеше 


` 


СИ чай, в)=0,...... . (602) 


Опредфляя теперь а и в, изъ (601) и вставляя въ (602), получимь 
искомое уравнеше поверхности вращеня 


ПИ -у, в=0,. (603) 

Оно получается изъ второго уравненйя (600) т. е. изъ уравнен!я 

меридана, отнесеннаго къ осямъ хи 2, путемъ замЪны х черезъ 

ИУзеу. Такъ, наприм$ръ, уравнене гиперболоида вращен!я, получен- 
наго отъ вращеня гиперболы 


12 28 
У ==0, . и 
а? 2% 
около оси 2-овъ будетъ 
Ну в 
ы : а? 6? А 


результатъ намъ уже извфстный. 

Если рёшить общее уравнен{!е поверхности ‘вращая около оси 
2 т. е. уравнеше (603) относительно 2, то получимъ, что = выразится 
черезъ 22-9? т.е. представляетъь нёкоторую функшю отъ 2? уе: 


2 — в(а7 -| у2). 


ЕЕ 


